


Glassicocl Mechanics

Tholsmoqoreov - Arnold - Moser (KAM ) theorenr

Ho = Ho (D) integrate system [action - anglo various ☒, a) ETÀÈ]
È = tj Ho (F) = cio (D)Hamilton equation { j = - I Hot ) = 0

⇒ IH ) = Jlo) is conservati (action)
È (f) = (0) + WII)t (Angles )

(quasi -7periodico motion on the Torus it
" at I = const

""⇒g)

↳ (f) =Wi) t t 6)



Bonsider a smak perturbatiora E « 1

HH ) → H ( I
,
B) = Ho (D) + E VII , ☒ )

Ì (f) = - Fa H = E TI VII , vi ) no longer conservati

riti (f) = TG H = 40 (D) + E TGV (D) 9)

Toheoneern ( KAM ) [ 1954 - 1967 ]

Assume H anolytic and H. nondegenerateffg-tjg-j.tn ) invertite]
Assume that the totus 8. ={ Io} ✗ TI

"
has frequencies iii. = alto )

Aatisfying
Ho • MI 7 [µ

ma e Zhi } , for sono

8 > 0 , µ > d- 1 (Diopkantine condition ) .

Token 7 Ec > o s.t.lt E C- (- Ec
,
Ee ) , tenere

exists a

deformation of the torus to into an invarianti
focus Toe .



Non - resonant

Nota) . Mhz ÷µ V-na-CZH.li } ⑧iophantine
condition

Bo
odiano:c

invarianti

eternal

- Tohemctionson Toccare quasi - periodico with the name frequency
woof the motion onto

- Tohesetofdigrhantine invarianti tori isaloantoeset .
Its complementi dense and has Lebesgue Measure ONTE) .



Levantina systems

Bowserned quantities vs robustus to perturbations

- fragile symmetries :
smalti perturbatious → longe deviations

- robusti symmetric :
smak perturbations → smak deviatious

forever

All symmetric are conserva
butsone symmetrices are more conserva thom others .



Setting

System Finite - dimensional quantum system (closed)
Ibilbaet spiace Ila , dimfb-dc.to

Jloovmiltoniour 1-1=1-1
'_
c- Bello)

eovohetion unitarygroegr tra e-
it"

observabtesa-N-c-B.tk)
tra A-

+
= eittaèit" Iloeisenberg pictura



Boneserned quantiTies

At = eit
"
a e-
it "

= A ¥ te ☒

#

eitHa - A eit " = [eit
"

,
a] = 0 * ter

a

[ A , ti ] = 0

cbonserved quantities are symmetric [ 8 . Noether ]

[ A ,
ti ] = O ⇒ è" H è"

"
= ti se ☒

Ilamiltonioon invarianti with respect to the symmetry
transformation eis

"

generated by A .

Symmetry ⇒ 5=5
+
⇒ 5 c- { H }

'

{ H }
'
= { AEBLTG ) : [ A) 'H] = o } commentarliof H



The shapeofasymmetrgtk-E.int?nspectralresolution mad

speech ) -- { ese } CR spectrum (la # ej , taxi )

Papi - Snjpj ,
Pàpnt FETTE 1 ligesrpoeojections

se { H }
'

symmetry iff 5- EÈ
,
Preston

H=[
"

"
er ) ⇒ 5

^

52
"

↳
e
,

| Symmetry
53



se { ti }
'

symmetry iffs-E.im Pasha
per

[A) H ] -0 ⇒ Preta , H] Pj = 0

D= .PK (AH - H A) Pj = Per AHP;
- Pre HAPJ = @ j - lire ) Ppntpj

FÈ ÌÌ

⇒ Pseapj -0 if K #j

⇒ A - Fatta A Ejipj
=

jqjprAPj-ZLPseAPp.tk(
"

"

"
es ) ⇒ s -_ (

"

sa ) Symmetrylz

↳
l
,

53



Zeno foeojection

m

se { H }
' ⇒ 5- [⇒ Pies Psa (itdependsonlyonpse

motore ese )

it : BLIG )→ { H }
'

projection conto
m

A → TIA ) - È:P, Apu the commutano

s c- { H }
'

⇐ 5- ITL5)

mi

Va
.

- TN ) = E.nl?nVPr
"
Zeno

" Tloasmiltoniass



Va = TN ) = TÈ
,

P.nl/Pn
"
Zeno

" Iloeasmiltoniass

µ e- it (KH +11 ) - e- it (KH + "a) Ha 21kg ¥ INµ + INHt )

e-
it (KH tv )

= e-
it ( KH + "z )

+ o (f) up to times 0 (1)

as K → 00 Strong company limit

4? e- En" )
"

= p-e-it-p-IE.PE?-e-itPVPp
m times

as n→ 00

quantum Zeno effect ( frequent projectimmensamente



What happens if

H → H + EI E« 1 (Niki)

smak perturbativa ?

5 symmetry , se { H}
'

izdipendmt-fgq-eitlhi-E.li) sèitl" + E ") ? Stop for all WIKI

By perturbazione Theory this is tiene foesnrall
times .

Ti itstahle for all times ?

If this is thecase, me call Sarobastsynnutrg .



⑧inergenceof tuo quantum evolution

erit (H+EV) - eittt = [ei (t- SJH eis (HTEV) ] }
= [dsoql-gfeilt-stteis.CH/-EV)y--fotdsei(t-s)Higyeis(HtEV )

paititi + EV ) - eitt' Il <[ds E HeikaHy eis (HTEY ) / |

INVAUIKHAH È[ ds E IN 11 = Et IN 11

SA ) =/ leitutte
")
- erit H / | ± E µ, µ +

0kt)

-

io 7



¥) HVVAUII = HAN KYU unitarios

HINAUII = sup
11411--11411=1

/ < /WAVY > |

=

FÉIN "⇒ KEENA IIII
= sup
11471 -11411=1

/ < Il Art > I = HA / |



Evolution of ohseooabbs

HAI - At / | E 21 / Al / Il litti + E") - lit
"

I / = 211 AH 8 (f)

HAI - At 11 = / leit (HTEV) a e-
it(THEY)

- eit HA e- itHq

= Neith ( e- ititeit
(HTEV )

a - A e-
itH lit (HTEV) ) e-

it (Hi-Ek) / |
Il#UN = HA 11 È µ [e-

itHeit (HTE" )
,
A ] / I

=p [ e-
it" erit (HTE") - 1

,
A ] Il [1,1-1]=0

num

E 211A 11 Il e-
it " lit (Htc" ) - 111¥21 / Al / 1 / eitlhi-EH-e.it

" / |

HAI - Atti e Ì HA 118 (t ) E 2 Et Il V11 HAH = 0 (E) Joe t = OG )



For a symmetry : s'
+
= eittsèit" = s

1157 - 511 E 2 Et IN 1111511 = 0 (E) fore t = 0 (1)

Hoover , notice that

-

115£ - SI E 11 SEI +11511 = 211511

Maximum distance = 211511 ohtainedif SI = - si



A symmetry se 443
'
is fragileiftheceexistsapertwebotionk-YTEB.tk) such that

syyaye-iit.CH +EH sèitl
" +E'"

- SH = 0 (1) V-E> o bomber
.

smak

Eventually , fore sufficiente long timer , it becomes 0 (1)

HI - SI = 0(E) for times t = 0 (1)

= 04 ) foetimes t = 0 (G)

the dimagrisce come imcremetally accumulate over time

but doesn't ?





tu, (f) > = e-
it (t' + E" ) tu, > = e-

ite
( cos@t) /un> - i sin@ f) tua> )

Init ) > = e-
it (" +E")

tua > = l-itlfis.inGt ) tu
,
> + cos@t) tua> )

Il set - SII = 1 Sa -411 sina.tl 1- = Ie = 0 (G) ⇒ Il set - SI / = 04 )

sia fragile over
USE - su

long times !Isa - si / ± - - - - - - -E

I

i
'

✗
÷!



Init)> = e-
it (t' + E" ) / un > = e-

ite
( cos@t) /un> - isin@ f) tua> )

1uaCth-_e-itlHtEH1uas--l_itlfisinGtJ1uystcos@tin.it )
SI = Saltutti > < un C- t) / + Salud- t) > <Matt ) /

g; = psicosi
# +521in

'

@t) is, - E) Simet) cos (Et)

-is, - E) Simet) cos (Et) S
,
sisiGt ) + Salotto
)

& - G) sin' (Et ) - is
,

- G) Simet) cos (Et)

SÌ - S = (
is
,

- g) simet) cos (Et) -& - G) sin' (Et )
)

SI -5 = (sa - g) sina.ly/ain&t)-ices&tIiaos&t)-sin&t))=sz-sDtinE( f) (coietsy + sinistra)
Il cos (Et) Oyt simet) Oz Il = 1

1157 - SII = 1 Sa -91 / sina.tl E 211511 /simet ) /



Biomarcatore { H }
"

5- È
,
su Pa S - f- (4) E { H }

"
c { H }

'

{ H }! { A EBER) : l'A) 133=0 V-B-ct.tl }
'

}

= { f- (4) €13126 ) : f : ☒→ E }
m

= { Ei, fan ) Pn
: f :B → ci }

= { E:p (en) fr : p (a) = Emanate , Quei }
per M-1 M-1 fa -0

= { En anti
"

: aree }
faro

Seth }
"
is robusti ?



( 5-(es) , . . . , fam ) ) → (Qo
,
Qs

, _
.
.

, am - s )

{ Qot Olsen
totali t _ . .

t 0pm, l} = f (es )
:

Qatar lmt Qzlmi . . .
+ QM

. ,
là = f- (em)

1 la li . . . l?
-1

1 lz lì . . . limi
Il = ( ; •

.

. ;) = ( LÌ" )«jiren
1 lm là . . . enti

detti= IT (ej - ed -1-0 Vandermonde determinante
Asja KEM



Whatif the perturbativo is a symmetry ?

KITL11 ) e { H }
'

S = g- (4) e { H }
"

5- È
,

spetta

¥

[S , il] = 0

g; = eit
(HTEY )

g e-
it (HTEV )

= g = g. = eitttgèitit

SE = Se = 5 conservo/ for all times



For a generic V & { ti }
' it is no longer True that 5£ = $ .

Flamenca , me have

I / SI - SI / = Il [ eit (THE
" )
,
s] / |

=p [erit
(HTEV)

-
lit (Ht Et s] + [eitlh

+ E#Ps]
,

/ |
'

= O

SE { H } " H
,
tipi ) c- 4h }

'

⇒ [ erit
(t' +ETA ) )

,
s ] = o

115: - SI / E 211511 / / lit (
THE" )

- lit (" +ETA ) ) 11=211511 8
,
(f)



se { H }
"

11 SE - 511 E 2115118 z (t )

§
,

(f) =/ / eit (Ht Ek) - lit ( ti
+ EITCV ) ) µ

Ore con prove that Sz (t) = 211-1 E Il V11 ( t t EIN Iit )
9

whoa 9 = min lesa - li / minimal spectralgap of Hkitj



Edt) = 0(E) A tofet) )

The distance can accumulate overtime .

Notice
,
homine

,
that

II set - SH = 0 (E) up to times t = 0 (f) !
The symmetry s is conserva for longer times .

Il 5%-511
-

SE {H }
'
\ {H }

"

se " } "

0
0 (1)



Improved strategy : generic Ie { ti }
' I # ITA)

115! - SI / = / / [ eitltlte
" )
,
s] / |

=p [erit
(HTEV)

-
lit (HTEI )

,
s] + [eitlh

+EÌ )
,
s] / |

SE { ti } " H
,
I c- 4h } '

⇒ [ eit
CHTEÌ ) ,s]=o→

11s: - si / e- 21 / aitante"
)
- lit (" +EI ) Il 11511 E 2115118

↳ = syyypeitlhteh-e.it#tEI)H--O(E ) ?
MA IN IDEA :

Suppose tenere existsocunitarg Ue , chose to

the identity Ue = 1+0 (E) , such that

H + EÌÌ = UÈ ( H + EH ) UE isospactral



Soo = felpa / leit (THEV ) - lit (titoli ) µ

= sup plait (HTEV) - uè EITCHTEVIU, / |
ter

= sup | / [Ue , erit
(THEY ) ] / |

ter

=

fuffa IITUE -1 ,
litchi- EH ] / |

E 2 sup live - 111 /leit#
+"" Il = 2 /Ne -111=0 (E) È

ter

HTEV Bello )

UÉ .ve it spec (HTEIÌ ) = specchi- EV)

E '

×
:

×

HTEÌ HTEV
,
ti { ti }

'



ogsospectralpertwrhoctions
1-1=1-1
'

perturbazione À= HTOCE) , E « 1

divergenze satellite -eithyspectraldecompositions-H-Ejes.TL À=ÈènPn
per

èie # Ij forte #j (batitnraybeeaiej )
"

en - Prato (E) età lato (E) [ Reato ]

eiti-T-eith-zfiteinpr-eiterp.se )
= Zeitlin ( Pse - Pse ) +

zreftthe-eithejpra.E-u.nu#8pftt-HZjeitlie(Fa - Pn ) / le zattere -Bettole ) unifoemly intime

seu-t-y-%Ceitek-eitmpnk-mgxle.it" - è"" / = 2mg / sintènjfr) /
è

Slt) - Sett) +8pct ) - Zmgix / sinfonie) / + OLE )



SH) = OLE ) for E- 04 )

but SH) - 2+0 (E) foet-E.se = (G)
Sett ) secular drift .

Soo - Afp ott ) = 2

Soo - OCE ) iff èè la the

iff specchi ) - spec (E)

Fa@
ten

- eiten ) pm → (ètèn
,
eitèz

,
eitèm) - gite; erit:-eitem)

m - torus Ftm Ftm

t-iotk.FI#:::.?-E*.ijIj:I
:*
.

"⇒



KAM iterazione schema

HTEÌ (E) = UÉCHTEV) Ue with Ì(E) = It ( Ice ) )

It (A) = È
,

Pratt

UE = è
""

K (E) = EK, + Olè ) Kiki

Ì(E) = Voto (E) Ho = VÌ Vo = ITL110 )

H +EI (E) = Ci - i Ekn) (HTEV ) (1 + ieri ) + Olè )

Vo = i [ H , Kit V

It ( [Hiki ) = 7pm (HK , - Kah ) Pr = -7Pa ( laka - Kier) Pre - O

⇒ Ho = IT (Vo ) = IT (Y ) = Vz 1) Vo - it (Y ) =\/

zitti
, Kn ] = -H - ITCV ) ) = - Hoff 2) i [ Hikn] = - Noh

Hoff = V - # (Y ) = fie.pe#ePseVPe--EpPseV(1-Pn)off-diagonalpartofx



Ifomologica equation for K,
i [ H , Ks ] = Voff ¥ )

ipse (Hkn - Ka H ) Pj = -Prv Pj le =/ j

i @ sa
- ej ) Psaknpj = -Pnv Pj

Pse HPJ = iÈ
,

Pnv Pj

K
,
= i Eqq.r.ie#ejPkVPj+tt(Ks)--i.EiSjVPj+it(kn )

si = Z.ie#je!-ejP-nreducedcesdveatatej :
(H - lj ) Sj = Sj (H -e;) = 1 - Pj

Equation (* ) has a unique solution with it (Kr ) = 0 :

K
,
= i FÈ Sj V Pj



UE = 1 + i EK, + 0 (Ef )

§ = gyp 11 erit (
THE" )

-
lit ("+ E % ' / | E 2 I / UE - 111=2 E Ilkilt o (E)

Ilkit F- Il kn KÌ Il = Il § SJV Pj VSJ Il ± § Il SJVPJVSJ Il = § 115114111112

11511 =p,E:* , PHI = 1%7 ; /È / ⇐ %
M = YYY.hu ; i ex - eil minimal spectral gap

IlkiltE JÈ ta INN = Myra IN
112

Soo E 2 Efa IN 11 + 0 (E) = 7ft E IN 11



8amchesions
.

Definition
• SE { H }

'

fragile if 7 Il =\/
+
c- Bello ) sit .

Ggg | , erit (
HTEV)
se

-
it ("+E")

- SI / = O (1)

[ info Ffg Il erit
("+ E")
se
- it +EH

_ si , > o ]

• SE { H }
' robusti if it is net fragile .

[V-k-yteBM-suppeitlhtehse-itlth-EH-sy-oq.jpter



e

Toheorens [ robusti symmetric ]

SE { H}
'

symmetry of 1-1=1-1! Then the following assertivo
iare equivalent :

1
.
S is rohast [ fyylleithtehse-itd-HEH.si/=o(E)V-V--V+

,
NIKI ]

2
.
Se { H }

"

3
.
7 A- la > 0 1. t.V-V-vtc-B.tk ) :

fyyyyeitlttthse-i.tl
""" )

- SI/ E CHE /NAISH

[eh < 1415% ,
H - È

,

esatto
,
A- Minter - ej )le# j
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