Helsingin yliopisto

Matemaattisten tieteiden kandiohjelma ja taloustieteen
kandiohjelma

Valintakoe 27.5.2024 — mallivastaukset

Lue huolellisesti kaikki ohjeet lapi

Tarkista, ettéd saamassasi koenipussa on kansilehden ja ohjesivujen (sivut 1-2) lisaksi:
o kysymys- ja vastausosio (sivut 3—12)
o yksi ruutupaperiarkki omia muistiinpanoja varten
o laskin.
o Tarkista, ettd olet kirjoittanut nimesi ja henkildtunnuksesi kaikkiin vastauslomakkeisiin.
¢ Kirjoita vastauksesi
o suomeksi. Muilla kielilla kirjoitettuja vastauksia ei huomioida arvostelussa.
o Kirjoita / merkitse kukin vastaus sille varattuun tilaan. Merkintgja, jotka ovat
vastaukselle varatun tilan ulkopuolella, ei huomioida.
o lyijykynéalla ja selvalla k&sialalla. Arvostelija tulkitsee tulkinnanvaraiset merkinnat
vahiten pisteita tuottavan vaihtoehdon mukaisesti.
e Al4 kirjoita vaihtoehtoisia vastauksia. Jos kirjoitat vaihtoehtoisia vastauksia, arvostelussa
huomioidaan vain vastaus, josta saat vahiten pisteita.
¢ Voit luonnostella vastauksiasi ruutupaperille. Ruutupaperille tekemiasi merkintéja ei
huomioida arvostelussa. Olet saanut yhden arkin ruutupaperia. Voit tarvittaessa pyytaa
lisda ruutupaperia valvojalta.
¢ Pida koemateriaalisi niin, ettd lahellasi istuvat hakijat eivat pysty katsomaan vastauksiasi ja
merkint6jasi. Sailyta valmiit vastaukset konseptiarkin sisalla.

Pisteyttaminen

Valintakoe pisteytetdan asteikolla 0-50. Tehtavakohtaiset pisteet on ilmoitettu kunkin tehtavan
kohdalla. Sinut voidaan valita vain, jos saat yhteensa vahintaan 25 pistetta.

Valintakoekirjallisuus

Valintakokeen tehtavat perustuvat lukion opetussuunnitelman mukaisiin matematiikan pitkan
oppimaaran pakollisiin kursseihin (moduulit MAY1, MAA2-MAAD9).

Kun aiot palauttaa koepaperit

Muista kirjoittaa nimesi ja henkildtunnuksesi koepaperinipun kansilehdelle ja kaikkiin
vastauspapereihin. Ota mukaan kaikki tavarat istumapaikaltasi, kun lahdet palauttamaan
koepapereita. Todista henkildllisyytesi, kun palautat paperit. Tarvittaessa saat kokeen valvojalta
erillisen todistuksen valintakokeeseen osallistumisesta.



Tehtava 1 (10 pistettd)

1a) Ratkaise epayhtaldé x2 —9 < 0.

1b) Mitka luvut X € R toteuttavat molemmat epayhtalot x2 —5x +6 < 0jax? —9 < 0?
1a) Ratkaise epayhtalo x2 —9 > 0.

Tama epayhtélo voidaan kirjoittaa muodossa (x—3)(x+3) < 0. Tama tarkoittaa, etta tulon merkki on
negatiivinen tai nolla, kun x on valilla [-3,3].

1b) Mitk& luvut xeR toteuttavat molemmat epayhtalot x2 —5x + 6 < 0 jax? —9 < 0?
Ratkaisemme ensin epayhtalot erikseen.
)x?—=5x+6<0

Ratkaisemme epayhtalon x? — 5x + 6 < 0 l6ytamalla ensin sen juuret toisen asteen yhtalon
ratkaisukaavalla. Tastd saamme kaksi ratkaisua 2 ja 3. Seuraavaksi tutkitaan, missa valeissa
epayhtalo patee. Epayhtalo voi patea valilla x €[2,3], koska toisen asteen polynomifunktio on
ylospain aukeava ja nollakohtien vélissa funktio saavuttaa miniminsa. Luvut x € [2,3] toteuttavat
epayhtalon x? —5x + 6 < 0.

i)x2—9>0
Taman olemme jo ratkaisseet osassa 1a) ja todenneet, ettd ratkaisu on -3 < x < 3.

Niiden leikkaus (eli arvot, jotka toteuttavat molemmat ehdot) on x € [2,3], koska tdma on ainoa
alue, joka on yhteinen molemmille epayhtaléille.

Tehtava 2 (10 pistetta)

2a) Muodosta ympyran yhtald, jonka keskipiste on (-1,3) ja sdde 3. Laske ympyrén niiden
pisteiden y-koordinaatit, joiden x-koordinaatti on 2.

2b) Maarita a-kohdan ympyran pienin etaisyys suorastay = 2x + 1.

Ympyran yhtélo, jonka keskipiste on (h,k) ja s&de r, on (x—h)*2 + (y—k)*2=r"2. Sijoitetaan
arvot:(x+1)*2+(y-3)"2=9. Kun x=2, yhtalé muuttuu: (2+1)*2+(y-3)"2=9. Joten y=3.

Kyseinen suora kulkee kyseisen ympyran lapi, joten pienin etaisyys on nolla. Oikeaksi
vastaukseksi kelpasi myos laskutoimitus, jossa on laskettu ympyran keskipisteen etaisyys
suorasta. Suoran y=2x+1 normaalimuoto on 2x-y+1=0. Ympyran keskipisteen (-1,3) etaisyys
suorasta on:
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Tehtava 3 (10 pistettd)

3. Ladketehdas tuottaa vitamiinipillereita, joiden vaikuttavan aineen maara on normaalijakautunut.
Vaikuttavan aineen maaran keskihajonta on 5 mg. Odotusarvoa voidaan saataa. Mika pitaisi
saataa odotusarvoksi, kun tavoitteena on, etta enintaan 1 % pillereista sisaltaa alle 150 mg
vaikuttavaa ainetta? Anna vastaus milligramman tarkkuudella.
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Taman on oltava < 0,01, joten CD( c ) = 0,99

— 150
Kertymafunktiotaulukon mukaan (IJT) = 2,33

Tasta saadaan p 2 150+11,65 =161,65, eli ladkkeen odotusarvoksi on saadettava 162 grammaa

Tehtava 4 (10 pistetta)

4. Tehtava (10 pistetta)

Suunnittele materiaalikustannuksiltaan mahdollisimman halpa peltitélkki, jonka tilavuus on 500
cm3. Tolkin pohja- ja kansilevyjen materiaalin hinta on 1,50 e/m? ja vaipan materiaalin hinta on 0,75
e/m2. Anna tdlkin korkeuden ja pohjan halkaisijan suhde.

Yhtaldiden muodostaminen:
e Tilavuus V: V=1r"2h=500 cm?3
e Pinta-ala A: A=21ir"2+2T1rh
e Kustannus C: C=21rr"2-1,5+21rh-0,75 = 311r*"2+1.51rh
Korkeuden h ilmaiseminen séateen r avulla:
e h=500/1Tr"2
Kustannusfunktion C muokkaaminen vain r muuttujan avulla ja sen minimointi:

e C=31r"2+41.511r(500/11r"2)=311r"2+750/r

e Derivoimalla C r:n suhteen ja asettamalla derivaatta nollaksi, [dydamme r:n arvon, joka
minimoi kustannukset: dC/dr=61rr-750/r"2=0. Ratkaiseminen r:n suhteen 61r"*3=750 on
r=(750/61T)*(1/3)



Korkeuden h laskeminen:

e Kunr ontiedossa, h voidaan laskea kaavasta h=500/1Tr"2
Korkeuden ja halkaisijan h/d-suhteen laskeminen:

o d=2r

e h/d=Tr*2/2r = 500/21Tr"3

o Korvataan r ja laske suhde h/d: h/d = 500/(21(750/6))N1/3)"3 = 2

Tama tulos tarkoittaa, etté optimaalisessa tolkissa korkeus on kaksi kertaa pohjan halkaisijan
mittainen.

Tehtava 5 (10 pistettd)

5. a) Maarita kayrien y = x3 — 4xjay = x3 — 4 leikkauspisteet.

5b) Naiden kayrien valiin jaa yksi rajoitettu alue. Laske taman alueen pinta-ala.
Leikkauspisteet |6ytyvat asettamalla kayrien yhtalot yhta suuriksi ja ratkaisemalla x:
xN3-4x=x"2-4. Jarjestelldadn termit x"3-x"2-4x+4=0. Se voidaan kirjoittaa yhtalo:

xM2(x-1)-4(x-1)=0, (x*2-4)(x—1)=0, (x—2)(x+2)(x—-1)=0, eli saamme leikkauspisteet: x=2, x=-2 ja
x=1.

Pinta-alan laskeminen: Kayrien y=x"3-4x ja y=x"2-4y jaa yksi rajoitettu alue, joka on valilla
[-2,1]. Lasketaan tAman alueen pinta-ala integraalilla:

1
j(x3 +x? —4x + 4)dx = 11,25

-2

Rajoitetun alueen pinta-ala valilla [-2,1] on 11.25 yksikkoa



