Teknisid merkintéja: MATEM A (A) Sivu: 1 (7) Valintakoe

Piihaku, matemaattisten tieteiden kandiohjelma
Piiihaku, matematiikan, fysiikan ja kemian opettajan kandiohjelma

Valintakoe 19.5.2017
Kirjoita henkil6- ja yhteystietosi tekstaamalla.

Kirjoita nimesi latinalaisilla kirjaimilla (abcd...), 414 esimerkiksi kyrillisill kirjaimilla (a6rx...).

Jos sinulla ei ole suomalaista henkildtunnusta, kirjoita sen asemesta syntymaéaikasi.

| Sukunimi

Kaikki etunimet

Henkil6tunnus

Sahkdpostiosoite

[ Puhelinnumero

Tarkista sivunumeroiden avulla, ettd olet saanut kaikki sivut.
Kirjoita nimesi ja henkildtunnuksesi jokaiselle sivulle, vaikka et ko. sivun tehtdvién vastaisikaan.

Kirjoita alla olevaan laatikkoon nimikirjoituksesi merkkind siitd, ettd olet tarkistanut edelld mainitut asiat.

Nimikirjoitus

Jos haluat, etti tehtiviin kirjoittamasi vastaukset arvostellaan, jété alla oleva laatikko tyhjéksi.

Jos haluat, ettd tehtiviin kirjoittamiasi vastauksia ei arvostella, kirjoita alla olevaan laatikkoon teksti
"Haluan, ettd vastauksiani ei arvostella”. Téssi tapauksessa saat vastauksistasi nolla pistetta.

|
‘ Arvostelusta
luopuminen
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Teknisi merkint6ja: MATEM A (A) Sivu: 2 (7) .
Henkilétunnus:

T4m4 sivu on yliopiston merkintdja varten. Alé tee tille sivulle omia merkintojdsi.

MATEM 1234




Teknisid merkintdja: MATEM A (A) Sivu: 3 (7)

Tehtévi 1

Ratkaise seuraavat yhtélot ja epayhtélot.
(@ Ax+1)(2-3x) > 0,2p.)
(b) In e’ =—x,(2p.)
() —vVx = Y—=x,(2p)
(d) cos(5x + 45°) = cos4x, (2 p.)
© lx—-2|<|x+3].2p)

Nimi:

Henkil6tunnus:




Nimi:

Teknisid merkintdji: MATEM A (A) Sivua: 4 (7) s
Henkil6tunnus:

Tehtiva 2

Mansikkamehun sokeripitoisuus on 20 % ja mustikkamehun sokeripitoisuus on 12 %.
(2) Mehuista valmistetaan sekamehua, jonka sokeripitoisuus on 15 %. Laske mehujen sekoitussuhde.
(Gp)
(b) Valmistettua sokeripitoisuudeltaan 15 % sekamehua laimennetaan vedelld. Kuinka monta
senttilitraa 2,4 dl lasillisessa laimennettua mehua on mansikkamehua, mustikkamehua ja liséttyd
vettd, kun laimennetun mehun sokeripitoisuus on 10 %? (5 p.)




Nimi:

Teknisid merkint6ja: MATEM A (A) Sivu: 5 (7) ;
Henkil6tunnus:

Tehtava 3

(a) Kuinka monta erilaista kirjainjonoa voidaan muodostaa sanasta PAPAIJA, kun sanan kaikki
kirjaimet kédytetdén tdsmalleen kerran? (4 p.)
(b) Valitaan satunnaisesti yksi kirjain sanasta PAPAIJA ja yksi kirjain sanasta PELAILIJA.
)] Mika on todenndkdéisyys, ettd valitut kirjaimet ovat samat? (3 p.)
(i)  Mikd on todenndkdisyys, ettd toinen valituista kirjaimista on A, E tai I (on siis vokaali)
ja toinen ei ole (on siis konsonantti)? (3 p.)




Nimi:

Teknisié merkint6ja: MATEM A (A) Sivu: 6 (7) i
Henkil6tunnus:

Tehtiivi 4

Tasasivuisen kolmion sivun pituus on 4 cm. Kolmion siséén piirretdén suorakulmio, jonka yksi sivu on
kolmion sivulla. Miki on pinta-alaltaan suurimman tillaisen suorakulmion pinta-ala? (10 p.)




Nimi:

Teknisid merkintSji: MATEM A (A Sivu: 7 (7
eknisid merkintoja (A) iva: 7 (7) Honkilétumms:

Tehtivia 5

Olkoon f:R = R, f(x) = sin(x) + x.
(a) Médritd funktion f integraalifunktio F: R — R, jolle F(r) = 1 + n2. (5p.)
(b) Laske funktion f kuvaajan, x-akselin ja suoran x = m viliin jdéivin rajoitetun alueen pinta-ala.
(p.)







Helsingin yliopisto

Piaihaku, matemaattisten tieteiden kandiohjelma

Piaihaku, matematiikan, fysiikan ja kemian opettajan kandiohjelma
Valintakoe 19.5.2017 — Ratkaisut ja pisteytys

1. Ratkaise seuraavat yhtélot ja epdyhtdlot.
(A @x+1)2-3x)>0,2p.)
(b) Ine” = —x, (2p.)
(© —Vx> V=, 2p.)
(d) cos(5x +45°) =cos4x, (2p.)
e) lx—2|<|x+3l.2p.)

Ratkaisu.
(a) Yhtilon (4x + 1)(2 — 3x) = O ratkaisut ovat x = —1 ja x = 3 (+1 p.). Koska
(4x+1)(2-3x) = —12x* +5x+2 on alaspiin aukeava paraabeli, niin epéyhtilon
(4x + 1)(2 — 3x) > O ratkaisu on —3 < x < 3 (+1 p.).
(b) Ine” = —x & xlne=-x & x*= ~x(+1p) &= ¥+x=0
x(x+1)=0 & x=-1taix=0(+1p.).
(c) On oltava x > 0, jotta epdyhtild on méiiritelty. Nyt —vx > V—x & +/x <

x>0 x>0
NV e= i< VEHlp) & K< = Xar-1)<0 &

x—1<0 & x<1.Nidinollenonoltava0 < x <1 (+1 p.).

(d) cos(5x+45°) =cosdx & S5x+45°=4x+n-360°taiSx+45° = —-4x+n-
360°(n e Z) (+1p.) & x=-45°+n-360°tai 9x = —45° + n - 360° (n €
7)) & x=-45"+n-360°taix = -5°+n-40° (n € Z) (+1 p.).

(e) |x=2| < |x+3] &= (x-2)* < (x+3)*> &= x*—4x+4 < X>+6x+9(+1p.) =
10x> -5 & x>—-1(+1p.).

2. Mansikkamehun sokeripitoisuus on 20 % ja mustikkamehun sokeripitoisuus on 12 %.

(a) Mehuista valmistetaan sekamehua, jonka sokeripitoisuus on 15 %. Laske me-
hujen sekoitussuhde. (5 p.)

(b) Valmistettua sokeripitoisuudeltaan 15 % sekamehua laimennetaan vedelld. Kuin-
ka monta senttilitraa 2,4 dl lasillisessa laimennettua mehua on mansikkamehua,
mustikkamehua ja lisdttya vettd, kun laimennetun mehun sokeripitoisuus on 10
%? (5 p.)

Ratkaisu.
(a) Tehdidn taulukko:

Neste Maidrda | Sokeria

Mansikkamehu X 0,2x (+2p)

Mustikkamehu |y 0,12y p

Sekamehu x+y |0,15(x+y)
Saadaan yhtdl6 0,2x + 0,12y = 0,15(x +y) (+1 p.) < 0,05x = 0,03y —
x 003 3

=~ 005" 5 (+1 p.). Siis kysytty mehujen sekoitussuhde on 3 : 5 (mansikka-
y >
mehu : mustikkamehu) (+1 p).



(b) Tehdiin uusi taulukko:

Neste Maiidrd | Sokeria
Sekamehu v 0,15v
Lisétty vesi w 0 (+1p)
Laimennettu mehu | v+w | 0,1(v + w)
Saadaan yhtilo 0,15v = 0,1(v + w) < 0,05v = 0,lw — Y_ 0.1 = %
w 0,05 1

(+1 p.). Ndin ollen lasillisessa laimennettua mehua on — cl = 8 cl vettd (+1

p.) ja sekamehua on

cl = 16 cl. Koska kohdan (a) mukaan sekamehus-
sa mansikkamehun ja mustikkamehun sekoitussuhde on 3 : 5, niin laimenne-

tussa mehussa on mansikkamehua
5-16

cl = 6 cl (+1 p.) ja mustikkamehua

cl=10cl (+1 p.).

3. (a) Kuinka monta erilaista kirjainjonoa voidaan muodostaa sanasta PAPAIJA, kun

sanan kaikki kirjaimet kédytetdan tismaélleen kerran? (4 p.)

(b) Valitaan satunnaisesti yksi kirjain sanasta PAPAIJA ja yksi kirjain sanasta PE-

LAILIJA.

(i) Miki on todennikdoisyys, ettd valitut kirjaimet ovat samat? (3 p.)
(i1) Mika on todennikdisyys, ettd toinen valituista kirjaimista on A, E tai I (on
siis vokaali) ja toinen ei ole (on siis konsonantti)? (3 p.)

Ratkaisu.

(a) Koska sanassa PAPAIJA on yhteensd 7 kirjainta (+1 p.), joista A-kirjaimia on

(bi)

3, P-kirjaimia on 2 seké I- ja J-kirjaimia on kumpiakin 1 (+1 p.), niin erilaisia
muodostettavia kirjainjonoja on

71 7-6-5-4-3-2-
1-1-

1
32101 3212 1 6-3 0 (+2p)

P(’valitut kirjaimet ovat samat™) = P(”valitut kirjaimet ovat P”)

+ P(’valitut kirjaimet ovat A”)
+ P(’valitut kirjaimet ovat I"’)
+ P(’valitut kirjaimet ovat J”’)  (+1 p.)



(bii)
P(valituista kirjaimista toinen on vokaali ja toinen on konsonantti”’)
= P(’1. kirjain on vokaali ja 2. kirjain on konsonantti’’)

+ P(’1. kirjain on konsonantti ja 2. kirjain on vokaali”) (+1 p.)

44 35
=7°9t75 ¢1p)
16 15 _ 31

"B e e P

4. Tasasivuisen kolmion sivun pituus on 4 cm. Kolmion sisédédn piirretddn suorakulmio,
jonka yksi sivu on kolmion sivulla. Miki on pinta-alaltaan suurimman téllaisen suo-
rakulmion pinta-ala? (10 p.)

Ratkaisu. Suoritetaan laskut ilman yksikkdjd cm ja cm?, lisitéin vasta vastaukseen yk-
sikké cm?. Merkitiin kolmion korkeutta h:lla seki kolmion sisséin piirretyn suorakul-
mion kantaa a:1la ja korkeutta b:114 (+1 p.). Pythagoraan lauseen mukaan h?> = 42 -22 =
16 —4 = 12, joten h = V12 = 2 V3. (+1 p.). Yhdenmuotoisuuden perusteella

h _2V3 2b

A L R
272 T i WY

joten 4b = 2 V3(4 — a) ja niin ollen

2V3(4-a) V34 -a)
4 2

b= (+1p.)

Suorakulmion pinta-ala on

Ala)=a-b=a

‘/_(‘; Y _ 2\3a —\/_a2 (+1p.)

missd 0 < a < 4, ja sen derivaatta on
A'(@)=2V3 - V3a, (+1p.)

joten A’(a) =0 < a =2 (+1 p.). Koska suorakulmion pinta-alaa kuvaavan funktion
A kuvaaja on alaspidin aukeava paraabeli (+1 p.), niin sen suurin arvo saavutetaan deri-
vaatan nollakohdassa a = 2 € (0,4) (+1 p.). Kysytty suurin suorakulmion pinta-ala on
niin ollen

AQ2)=2V3- 2-% 22=4V3-2V3=2V3cm?. (+1p.)

5. Olkoon f: R — R, f(x) = sin(x) + x.
(a) Miiritd funktion f integraalifunktio F: R — R, jolle F(r) = 1 + 7%, (5 p.)
(b) Laske funktion f kuvaajan, x-akselin ja suoran x = x véliin jaavin rajoitetun
alueen pinta-ala. (5 p.)

Ratkaisu.

(a) Saadaan

2
F(x) = ff(x)dx: (sin(x) + x)dx = —COS)C+%+C, (+2p.)



joten
2 2

F(n):—cosn+%+C:1+%+C:1+7r2. (+1p.)

2
Niin ollen C = % (+1 p.), joten kysytty funktioon F': R — R,

2 2

T T
F(x)=- +—=+—=. (+1p.
(%) cosx+ =+ = (+1p.)

(b) Havaitaan, ettd f(0) = sinO+ 0 = 0, f(n) = sinm + 7 = « ja funktiolla f ei
ole 0O-kohtia avoimella vélilld (0, ) (+1 p.). Tamin voi todeta esimerkiksi sen
perusteella, ettd f on aidosti kasvava vililld [0, xr], silld f'(x) = cosx+ 1 > 0
kaikilla x € (0,7) ja f on jatkuva (+1 p.). Néin ollen kysytty pinta-ala saadaan
midrattynd integraalina

T n 2
ff(x)dx: /—Cosx+% (+1p.)
0 0

2 02
= —cosm+ % —(—cosO+ ?) (+1p.)

n? n?
=1+—=—4+1=2+—. (+1p.
> > lp)



