Namn:

Tekniska anteckningar: MATEM Sida: 1 (9)
Personbeteckning:

Huvudansdkan, kandidatprogrammet i matematiska vetenskaper

Urvalsprov 7.5.2018 kl. 10.00-13.00

Skriv ditt namn och dina personuppgifter med tryckbokstaver.

Skriv ditt namn med latinska bokstéaver (abcd...), inte till exempel med kyrilliska bokstaver (a6rg...).
Om du inte har en finlandsk personbeteckning, skriver du istéllet din fédelsetid.

Skriv dina personuppgifter pa alla provpapper

Efternamn
Foérnamn (alla)
Personbeteckning
E-postadress
Telefon

Kontrollera med hjalp av sidnumren att du har fatt alla sidor.

Skriv din namnteckning i faltet nedan for att visa att du har kontrollerat ovan namnda saker.

Namnteckning

Om du vill att dina provsvar bedéms, lamna det nedanstaende faltet tomt.

Om du inte vill att dina provsvar beddms, skriv féljande text i faltet nedan: "Jag vill inte att mina provsvar
bedoms". | detta fall far du noll poang i provet.

Att avsta fran
beddmning
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Las noggrant igenom alla anvisningar

Kontrollera att ditt provkompendium utover titelbladet och anvisningarna (sida 1-4) innehaller
féljande sidor:

o provfragor och svarsfalt (sida 5-9)

0 ett konceptpapper for egna anteckningar.

Fragor besvaras pa pappret med fragor och svarsfalt.
Kontrollera att du har skrivit ditt namn och din personbeteckning pa alla svarsblanketter.

Skriv dina provsvar
o pafinska eller svenska. Svar som har skrivits pa andra sprak bedoms inte.
o for uppgifter pa provkompendiet. Skriv varje svar i fragans svarsfalt. Anteckningar som
skrivits utanfor svarsfaltet beaktas inte i bedémningen.
o0 med blyertspenna och med tydlig handstil. Otydliga anteckningar beddms enligt det
alternativet som ger minst poang.

Skriv inte alternativa svar. Om du skriver alternativa svar, beaktas endast det svar som ger minst
poang.

Du kan planera dina svar och skriva egna anteckningar pa konceptpappret. Anteckningarna pa
konceptpappret beaktas inte i bedomningen. Du har fatt ett konceptpappersark. Du kan fa mera
konceptpapper av 6vervakaren.

- Placera ditt provmaterial sa att deltagare som sitter nara dig inte kan se dina svar och
anteckningar.

Poang

Urvalsprovet poangsatts pa skalan 0-50. Om det ges poang separat per uppgift, anges detta vid
uppgiften.

Litteraturen till urvalsprovet

Uppgifterna i urvalsprovet baserar sig pa gymnasiets langa larokurs i matematik (9 kurser, enligt
Grunderna for gymnasiets laroplan 2015).
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Om du vill pakalla 6vervakarens uppmarksamhet

(m
m }77 N
)/ k]
-‘a\.\,j\ Om duvill pakalla 6vervakarens uppmarksamhet, ska du htja armen.
| | Overvakaren kommer da fram till dig. Sag ditt arende till 6vervakaren med lag
e > rost.
)

. |
[ 7

Om du vill ga pa toaletten

)

§ / Du kan besoka toaletten ledsagad av en évervakare. Overvakarna foljer en
\’ provdeltagare at gangen till toaletten.

P A, \_ >\  De flesta provsalar har endast sddana toaletter i narheten som féljer den

L7 =& »+ traditionella kénsindelningen i dam- och herrtoaletter. Darfér maste den

o Overvakare som foljer dig vara en man om du vill bestka herrtoaletten och en
kvinna om du vill bestka damtoaletten.

Gor sa har om du vill besoka toaletten:

1. Kontrollera att det finns minst tva dvervakare i salen och att minst en &r en
person som kan folja dig till toaletten. Om dessa kriterier inte uppfylls,
vanta tills situationen har &ndrats.

2. Tafram sidan 2 med texten WC med stor font och hall upp pappret sa att
dvervakaren kan se texten och kommer fram till dig. Vanta talmodigt.
Overvakaren kan kanske inte félja dig till toaletten genast. Overvakaren
kan inte heller nédvéandigtvis folja provdeltagarna till toaletten i den ordning
de anmaler sitt behov.

3. Nar overvakaren ger dig ett tecken, samla ihop dina provpapper och lagg
dem innanfor konceptpappret, och f6lj sedan évervakaren till toaletten.

Nar du vill [Amna in ditt prov

Nar du vill lAmna in provet, lagg in dina provpapper innanfér konceptpappret i samma ordning som du
fick dem.

Nar du gar for att lamna in provet, ta med alla dina saker fran din plats sa att du inte behover ga tillbaka
for att h&mta dem.

Lamna in alla provpapper, ocksa konceptpappret, till 6vervakaren i salens framre del.

Lamna in alla papper, &ven om du har lamnat vissa eller alla uppgifter obesvarade. Bevisa din identitet
nar du lamnar in provpappren. Kom ihdg att skriva din namnteckning pa provkompendiets titelblad. |
samband med att du l[Amnar in dina provpapper antecknar dvervakaren att du har deltagit i och lamnat in
provet. Overvakaren kan ge dig ett separat intyg 6ver att du deltagit i provet om du behéver det.
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Uppgift 1
Lds foljande ekvationer och olikheter.

(@) —(x + 1)(=3 + 2x) < 0, (2 po&ng)
(b) 2e* = e2*, (2 poang)

(©) —lx = 3| > —|x + 2], (2 poang)

(d) sin(3x + ) = —1, (2 poéng)

(e) 2(x + 2)*/3 < 8. (2 poang)
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Uppgift 2

En hoérnpunkt till en rektangel &r i origo och tva sidor ligger pa de positiva koordinataxlarna. En
av hornpunkterna finns pa linjen y = —3x + 120.

(a) Bestam den storsta mojliga arean till rektangeln. (5 poang)
(b) I vilka punkter befinner sig hornpunkterna till de rektanglar som satisfierar villkorena och
vars area ar halften av arean till den storsta mojliga rektangeln? (5 poang)



Namn:

Tekniska anteckningar: MATEM Sida: 7 (9)
Personbeteckning:

Uppgift 3
Man kastar fem vanliga tarningar, som har égontalen 1, 2, 3, 4, 5, 6.

(a) Vilken ar sannolikheten att alla tarningar har samma 6gontal? (4 poang)
(b) Vilken ar sannolikheten att alla tarningar har olika 6gontal? (4 po&ng)
(c) Vilken &r sannolikheten att atminstone tva tarningar har samma 6gontal? (2 poang)
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Uppgift 4
Ett plan I6per genom punkten (0,1, —2) och dess normalvektor &r 4i + 5j — 6k.

(a) 1 vilken punkt skar planet y-axeln? (5 poéng)
(b) Beréakna planets avstand fran origo. (5 poang)
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Uppgift 5

Medelvardessatsen. Om den kontinuerliga funktionen f: [a, b] — R ar deriverbar i det 6ppna

intervallet ]a, b[, sa finns det en sadan punkt z €]a, b[ att f'(z) = w.

(a) SOk den punkt z €] — 1,2[ som anges i medelvardessatsen for funktionen f:[-1,2] - R,
f(x) = x*. (5 poéng)

(b) Finns det for funktionen g:[-1,2] - R, g(x) = |x|, en punkt z €] — 1,2[ for vilken g'(z) =
%’? Varfor ar det ingen motségelse mellan din observation och
medelvardessatsen? (5 poang)



Helsingin yliopisto
Piaihaku, matemaattisten tieteiden kandiohjelma
Valintakoe 7.5.2018 — Ratkaisut ja pisteytys

1. Ratkaise seuraavat yhtélot ja epdyhtilot.
(@ -(x+D(-3+2x)<0,2p.)
(b) 2¢* =¢**, (2 p.)
() —|x=3]>-x+2],2p.)
(d) sinBx+m) =-1,2p.)
(e) 2(x+2)*?*<8.2p.)

Ratkaisu.
(a) Yhtdlon —(x + 1)(=3 + 2x) = O ratkaisut ovat x = —1 ja x = % (+1 p.). Koska
—(x+1)(=3 +2x) = —=2x% + x+ 3 on alaspiin aukeava paraabeli, niin epiyhtilon
—(x+ 1)(—=3 + 2x) < Oratkaisuon x < —1 tai x > % (+1 p.).
(b) 2e* = &** g 2= Zix =e' (+1p.) < x=In2 (+1p.).
(©) —|x=3| > —|x+2] &= |x-3| < [x+2| &= (x-3)* < (x+2)? & x*—6x+9 <
K +4x+4(+1p) & —-6x+9<4x+4 & 10x>5 & x> % (+1 p.).

(d) sinBx+n) =-1 & 3x+x=-3+n-2n(ne”Z)(+lp) & 3x=
-Z +n-2r < x=-%+n-% (+1 p.). Yhtd hyvin ratkaisuksi kelpaa
sin3x +71) = -1 << 3x+7r:—37”+n-27r(neZ)(+1p.) — 3x =

S+n-2n — x:§+n-23—”(+1 p.)-

(e) Epidyhtild on midritelty, kun x + 2 > Oelikun x > -2. 2(x + 2)*? < 8
G427 <4 = (x+27)" <42 = xr2<@P=2 =8 —
x < 6 (+1 p.). Niin ollen epédyhtilo toteutuu, kun -2 < x < 6 (+1 p.).

2. Suorakulmion kérki on origossa ja kaksi sivua ovat positiivisilla koordinaattiakse-
leilla. Yksi kérjistd on suoralla y = —3x + 120.
(a) Maidritd suorakulmion suurin mahdollinen pinta-ala. (5 p.)
(b) Missi pisteissd sijaitsevat sellaisten ehdot tidyttivien suorakulmioiden kérjet,
joiden pinta-ala on puolet suurimman mahdollisen suorakulmion pinta-alasta?

(5p)

Ratkaisu.
(a) Merkitidin suorakulmion suoralla y = —3x + 120 olevaa kirked (x,y), jolloin
x,y > 0. Tdlloin suorakulmion pinta-ala on
A(x) = xy = x(=3x+ 120) = =32 + 120 (+1 p.).
Koska A:n kuvaaja on alaspiin aukeava paraabeli (+1 p.) ja
A(x)=-6x+120=0 (+1p.) & x= 1—20 =20 (+1p.),

niin suorakulmion suurin mahdollinen pinta-ala on
A(20) = =3-20% + 120 - 20 = —=1200 + 2400 = 1200 (+1 p.).



(b) Ehdot tdyttavit suorakulmiot toteuttavat yhtdlon
A(20) 1200

B(x):xy:x(—3x+120):—3x2+120:T T:600 (+1p.)
= 3x*-120x+600=0
= x¥*-40x+200=0 (+1p.)
40 £ V402 —4-1-200 V800
g M0 . =202 = =20£10V2 (+1p).

Niitd vastaavat y-akselin pisteet ovat
y=-3x+120 = =3(20 £ 10 V2) = =60 F 30 V2 + 120 = 60 T 30 V2,

joten kysytyt pisteet ovat (20 + 10 V2, 60 — 30 V2) (+1 p.), jolloin suorakulmion
muut kirjet ovat pisteissi (0,0), (20 + 10 V2, 0) ja (0,60 — 30 V2), seki (20 —
10 V2, 60+30 V2) (+1 p.), jolloin suorakulmion muut kirjet ovat pisteissi (0, 0),
(20 — 10 V2,0) ja (0, 60 + 30 V2).

3. Heitetdin viisi tavallista noppaa, joissa on silmiluvut 1, 2, 3, 4, 5, 6.
(a) Miki on todennékoisyys, ettd kaikkiin noppiin saadaan sama silmiluku? (4 p.)
(b) Miki on todennékdisyys, ettd kaikkiin noppiin saadaan eri silméluku? (4 p.)
(c) Miki on todennékdisyys, ettd vihintddn kahdessa nopassa on sama silmiluku?

2p)
Ratkaisu.
(a) P(’kaiki 7)=6 1y LI (+2+1+1p.)
a aikissa sama’) = ¢l =& = Tao¢ p.)-
6 54 3 2 1-5-2-1-1 5

b) P(’kaiki i) ==-=-=-=:= = = — 2+1+1 p.).

(b) P(’kaikissa eri”) 666616323 31 (++49+ p.)

(¢) P(’vihintaidn kahdessa sama”) = 1—P(’kaikissa eri”) = l_ﬂ = 71 (+1+1 p.).

4. Taso kulkee pisteen (0, 1, —2) kautta ja sen normaalivektori on 4i + 5j — 6k.
(a) Missé pisteessi taso leikkaa y-akselin? (5 p.)
(b) Laske tason etdisyys origosta. (5 p.)

Ratkaisu.
(a) Tason yhtilo on
4-x-0)+5--1)-6-(z=(-2))=0 (+1p.)
& 4x+5y-6z—-17=0 (+1p.).

Taso leikkaa y-akselin pisteessd, jossa x = 0 ja z = 0, jolloin
17
4:-0+5y-6:-0-17=0 (+lp.) & S5y=17 & y= 5 (+1 p.).

Niin ollen taso leikkaa y-akselin pisteessi (0, 15—7, 0) (+1 p.).
(b) Origon (0, 0, 0) etédisyys tasosta 4x + 5y — 6z — 17 = 0 on

4-0+5-0-6-0-17|
V42 + 52 + (=6)2

17 17 (+1+1p.)
= = p.)-
V16 + 25+ 36 V77

(+1+1+1 p.)




5. Viliarvolause. Jos jatkuva funktio f: [a,b] — R on derivoituva avoimella vililld

]a, b[, niin on olemassa sellainen piste z € |a, b[, ettd f'(z) = [O-/@

b—a °
(a) Etsi viliarvolauseessa esiintyvi piste z € | — 1, 2[ funktiolle f: [-1,2] — R,

fx)=x*(5p)

(b) Loytyyko funktiolle g: [-1,2] — R, g(x) = |x|, pistettd z € | — 1,2[, jolle
g = g(i)__(g_(l_)l)? Miksi havaintosi ei ole ristiriidassa valiarvolauseen kanssa?
G p)

Ratkaisu.
(a) Koska f’(x) = 2x (+1 p.), niin saadaan

D= f(=1) 22—(=1? 4-1
2z2=f'(z) = f(z)_ (]:(1) ): 3( ) =3 =1 (+1+1+1p.),

1
joten z = 3 (+1 p.).
(b) Nyt

+1 p.
I, 0<x<2 P
ja g ei ole derivoituva origossa (+1 p.), mutta
g2)-g-1) 2-1 1
= == (+1p),
2-(-1) 3 -3 ¢lp)

, -1, -1<x<0,
g(x)={

joten ei ole olemassa sellaista pistettd z € ] — 1, 2[, jolle g’(z) = % (+1p.).
Havainto ei ole ristiriidassa viliarvolauseen kanssa, koska siind vaatimuksena
on funktion derivoituvuus koko avoimella vililld ]a, b[, mutta g ei ole derivoi-
tuva pisteessi 0 € ] — 1, 2[ (+1 p.).



