Matemaattisten tieteiden valintakoe 2020

Lue huolellisesti kaikki ohjeet 1&api

e Tarkista, ettd olet kirjoittanut nimesi ja henkildtunnuksesi kaikkiin

vastauslomakkeisiin.

e Kirjoita vastauksesi
o suomeksi tai ruotsiksi. Muilla kielilla kirjoitettuja vastauksia ei huomioida
arvostelussa.
o koemonisteelle tai erilliselle paperille. Kirjoita kukin vastaus kyseisen kysymyksen
alle.
o lyijykynalla ja selvalla k&sialalla. Arvostelija tulkitsee tulkinnanvaraiset merkinnéat

vahiten pisteita tuottavan vaihtoehdon mukaisesti.

e Ala kirjoita vaihtoehtoisia vastauksia. Jos kirjoitat vaihtoehtoisia vastauksia, arvostelussa

huomioidaan vain vastaus, josta saat vahiten pisteita.

e Vastauksen voi valokuvata tai skannata ja palauttaa .pdf, .png tai .jpg muodossa.

Pisteyttaminen

Valintakoe pisteytetaan asteikolla 0—30. Tehtavékohtaiset pisteet on ilmoitettu kunkin tehtavan
kohdalla.

Valintakoekirjallisuus

Valintakokeen tehtavat perustuvat lukion matematiikan pitkéd&an oppimaaraan (9 kurssia, lukion

opetussuunnitelman perusteet 2015 mukaisesti).



Teknisia merkintdja: MATEM Sivu: 2 (6)

Tehtava 1 (6 pistettd)

Ratkaise seuraavat yhtalot ja epayhtalot.

(@) x3 —3x2 —4x = 0, (2 pistetta)
(b) 2cos3x —1 =0, (2 pistetta)

() =% = x. (2 pistettd)

Nimi:

Henkil6tunnus:



Nimi:
Teknisia merkintdja: MATEM Sivu: 3 (6)
Henkilotunnus:

Tehtava 2 (6 pistetta)

Madarita pisteesta (3,5) ympyralle x? + y? = 2 piirrettyjen tangenttien yhtalot.



Nimi:
Teknisia merkintdja: MATEM Sivu: 4 (6)
Henkilotunnus:

Tehtava 3 (6 pistettd)

Laske kayrien y; = sinx ja y, = cosx kahden perakkaisen leikkauspisteen valisten kaarien

rajoittaman alueen pinta-ala.



Nimi:
Teknisia merkintdja: MATEM Sivu: 5 (6)
Henkilotunnus:

Tehtava 4 (6 pistetta)

Suoran ympyrakartion korkeus on 2 ja pohjan sade on 1. Kartion sisddn on asetettu
tilavuudeltaan mahdollisimman suuri suora ympyréalierid, jonka toinen pohjaympyra on kartion

pohjalla ja toinen on kartion vaipalla. Maarita lierion tilavuus.



Nimi:
Teknisia merkintdja: MATEM Sivu: 6 (6)
Henkilotunnus:

Tehtava 5 (6 pistettd)

Milla vakion a arvoillatasot 2x +ay+z—4 =0jaax+ 8y —2z—1 =0 ovat

(a) yhdensuuntaiset, (3 pistetta)
(b) toistensa normaalitasot? (3 pistettad)



Helsingin yliopisto
Piaihaku, matemaattisten tieteiden kandiohjelma
Valintakoe 29.5.2020 — Ratkaisut ja pisteytys

1. Ratkaise seuraavat yhtélot ja epdyhtilot.
(@ ¥*-3x*-4x=0,2p.)
(b) 2cos3x-1=0,2p.)

10
(C) m > X. (2 p)

Ratkaisu.

(a) Tulon nollasdinnon mukaan x* —3x> —4x = x(x>* =3x-4) =0 < x =0tai
x> —3x —4 =0 (+1 p.). Jilkimmiisen (toisen asteen) yhtilon ratkaisut ovat

3+ 4(-3)2+16 3+5

B 2 2
Ratkaisuksi saadaan x = —1 tai x = 0 tai x = 4 (+1 p.).

(b) 2cos3x—1=0 < 2cos3x=1 & cos3x = % & 3x =% +n2ntai
3x = —g + n2mr, missd n € Z (+1 p., riittdd ilman monikertoja +n2xr). Yhtdlon
ratkaisuksi saadaan x = £ +n- £ tai x = —% + n- 2, missin € Z (+1 p.).

(c) Epéyhtilo on médritelty, kun x # —3. Nyt

10 10
>

—x>0
x+3_x= x+3 *=
Koska
10 10 - 3
x=0 e M) ) s 10— x(x+3) =0
x+3 x+3

— x=-5Staix=2 (1p.)

niin merkkikaavion avulla nihdéén, ettd kysytty epdyhtilo toteutuu, kun x < -5
tai -3 < x <2 (+1 p.).

2. Midrité pisteesti (3, 5) ympyrille x*> + y? = 2 piirrettyjen tangenttien yhtilot. (6 p.)

Ratkaisu. Koska tangentti kulkee pisteen (3, 5) kautta, niin sen yhtdlo on y—5 = k(x—3)
eli kx—y—3k+5 = 0, missi k on tangentin kulmakerroin (+1 p.). Ympyrin x* +y*> = 2
keskipiste on siteen V2 etiisyydelli keskipisteesti (0, 0) (+1 p.), joten

k-0—1-0-=3k+5| N
-\ 5-3kl=202+1) (p.
s = | | (k*+1) (Ip)

= 25-30k+9k*=2k*+2 (1p.)
— Tk*-30k+23=0
23
= k:ltaik:7 (1p.).
Niin ollen tangenttien yhtdlot ovat x —y+2 =0ja23x -7y -34 =0 (1 p.).



3. Laske kidyrien y; = sinx ja y, = cos x kahden perikkéisen leikkauspisteen vilisten
kaarien rajoittaman alueen pinta-ala. (6 p.)

Ratkaisu. Nyt sinx = cosx <= tanx = 1 & x =} +nr, missin € Z
(1 p.). Voidaan valita mitké tahansa kaksi perdkkdistd leikkauspistettd, valitaan x; = 7
jax,=%+n= %” (1 p.). Télla vililld sin x > cos x (1 p.), joten kysytty pinta-ala on

Sr/4
A :f (sinx — cos x)dx (1 p.)
/4

Sn/4
= / —cosx—sinx (1p.)
/4

4. Suoran ympyridkartion korkeus on 2 ja pohjan sdde 1. Kartion sisddn on asetettu
tilavuudeltaan mahdollisimman suuri suora ympyrilierid, jonka toinen pohjaympyri
on kartion pohjalla ja toinen on kartion vaipalla. Mairiti lierion tilavuus. (6 p.)

Ratkaisu. Merkitiin lierion korkeutta /:1la ja pohjan sddettd r:114, jolloin lierion tilavuus
on V = nr?h. Merkitidin ympyrikartion huippua P:114, ympyrilierion kannen keskipis-
tettd Q:1la ja ympyrilierion pohjan keskipistettd R:114, jolloin R on my0s ympyrikartion
pohjan keskipiste. Valitaan sitten yksi piste S ympyrikartion vaipan ja ympyrilierion
kannen pohjan leikkausympyrilta. Merkitdaan vield 7T:114 pistettd, joka on ympyrikar-
tion pohjan reunaympyrélld ja samalla suoralla kuin pisteet P ja S. Piirrd kuva! (1 p.)

Suorakulmaisten kolmioiden PQS ja PRT yhdenmuotoisuuden perusteella

PO PR 2-h 2
— = — =2=2 2-h=2
S0~ TR — . 1 — r

= h=2-2r=2(1-r) (1p.).

Tarkastellaan siis lauseketta
Vi) =nar*th=2nr*(1 —=r)=22(* =), 0<r<1 (Ip.).
Tamin derivaatan
V'(r) = 27Q2r = 3r*) = 27r(2 = 3r) (1 p.)

nollakohdat ovat r = 0 jar = % (1 p.). Koska V(0) = V(1) =0ja

o)) (-3 %

niin V:n jatkuvuuden perusteella kysytty suurin tilavuus on 87/27 (1 p.).



5. Milli vakion a arvoilla tasot 2x + ay+z—4 = 0jaax + 8y —2z—1 = 0 ovat
(a) yhdensuuntaiset, (3 p.)
(b) toistensa normaalitasot? (3 p.)

Ratkaisu.
(a) Tasot ovat yhdensuuntaiset, jos niiden normaalivektorit n; = 2i + aj + k ja
n, = ai + 8 — 2k ovat yhdensuuntaiset. Vektorit n; ja n, ovat yhdensuuntaiset,
jos on olemassa luku r € R siten, ettd n; = rn, eli 2i + aj + k = r(ai + 8j — 2k)
(1 p.). Tdma toteutuu, jos

2 = ra,
a = 8r,
1=-2r (1p.).

Kahdesta viimeisesti yhtidlostd saadaan

__1
t=-1,
a= -4,

joka toteuttaa my0Os ensimmadisen yhtdlon ra = —
ovat yhdensuuntaiset, kun a = -4 (1 p.).

(b) Tasot ovat toistensa normaalitasoja, jos niiden normaalivektorit ovat kohtisuo-
rassa toisiaan vastaan (1 p.). On siis oltava

% - (=4) = 2. Niin ollen tasot

n-m=2a+8a-2=0 (1p.)

1
— 10a=2 < a=g (1p.).
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