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Tiivistelmé

Kerrin ratkaisu on aksiaalisymmetrinen tyhjiératkaisu Einsteinin yhtélsille. Se
on yleisin mahdollinen akselinsa ympéari pyorivda mustaa aukkoa kuvaava ratkaisu.
Tassd tutkielmassa esitelldéin ratkaisun rakenne seké yleisimmaét ratkaisussa kaytetyt
koordinaatit. Osoitetaan, ettd pyorividn mustan aukon singulariteetti on rengas, jota
ympéroi kaksi ellipsoidin muotoista tapahtumahorisonttia. Lisdksi osoitetaan, etté
pyorivd musta aukko aiheuttaa pyorteen aika-avaruudessa ja ettd ratkaisulla on
kaksi stationaarisen rajan pintaa, joiden vélisessa alueessa hiukkasten on pyorittava
mustan aukon mukana.
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2 KERRIN RATKAISU 1

1 Johdanto

Albert Einstein julkaisi yleisen suhtellisuusteorian lopullisen version joulukuussa vuonna
1915. Vain kaksi kuukautta my6hemmin Karl Schwarzschild esitti pyorimattomida massa-
jakaumia koskevan tyhjicratkaisun Einsteinin kenttdyhtéloille. Yhtéloiden ratkaiseminen
pyoriville massajakaumille osoittautui kuitenkin huomattavasti staattista tapausta vai-
keammaksi ongelmaksi. Ratkaisun esitti lopulta Roy Kerr vuonna 1963 [1], ldhes puoli
vuosisataa yleisen suhteellisuusteorian valmistumisen jalkeen.

Kerrin ratkaisulla on astrofysiikassa keskeinen rooli mustiin aukkoihin liittyvéssa
tutkimuksessa. Musta aukko on tapahtumahorisontiksi kutsutun pinnan rajaama aika-
avaruuden alue, jossa painovoima on alueessa sijaitsevan ddrimméisen tihedn massaja-
kauman vuoksi niin voimakas, etteivéit sinne padtyneet hiukkaset voi paeta tapahtuma-
horisontin ulkopuolelle. Musta aukko syntyy esimerkiksi riittdvin massiivisen tdhden
romahtaessa elinkaarensa lopussa. Mustien aukkojen pyodrimisestd on viime vuosina saa-
tu nayttod esimerkiksi Linnunradan keskustassa sijaitsevasta supermassiivisesta mustasta
aukosta tehtyjen havaintojen avulla [2]. Pyérivien mustien aukkojen uskotaan toimivan
energianldhteiné paitsi aktiivisille galaksiytimille, kuten kvasaareille ja radiogalakseille,
my0s rontgenkaksoistihdille ja mahdollisesti gammaséddepurkauksille [3].

Téssé tutkielmassa esitellddn ensin lyhyesti Kerrin ratkaisu pddominaisuuksineen,
minké jilkeen késitellddn yksityiskohtaisesti ratkaisun geometrinen rakenne: singulari-
teetti, tapahtumahorisontit ja stationaarisen rajan pinnat. Tarkastelussa kdytetdéan apuna
Schwarzschildin ratkaisua, joka oletetaan ennestdéan tunnetuksi. Ellei toisin mainita, joh-
tamatta esitetyt tulokset ovat perdisin lihteistd [4] ja [5]. Tutkielmassa noudatetaan met-
ritkan merkkikéytantod (—, +, 4, +) ja kdytetddn geometrisia yksikoité, joissa ¢ = G = 1.

2 Kerrin ratkaisu

2.1 Ratkaisun yksikésitteisyydesta

Schwarzschildin ratkaisu on Birkhoffin teoreeman nojalla yksikésitteinen pallosymmetri-
nen tyhjioratkaisu Einsteinin yhtéloille. Se kuvaa aika-avaruutta pallosymmetrisen massa-
jakauman ulkopuolella ja soveltuu siten esimerkiksi staattisen mustan aukon tai staattista
tdhted ympérsivin tyhjion kuvaamiseen. Astrofysikaaliset kappaleet kuitenkin tyypillises-
ti pyorivat akselinsa ympéri. Esimerkiksi pyorivan tdhden romahtaessa mustaksi aukoksi
kulmaliikemé&éran sailymislain perusteella syntyy pyorivd musta aukko. Pyorivan mas-
sajakauman kulmaliikemé&éra pyorimisakselin suuntaan rikkoo pallosymmetrian, joten
Schwarzschildin ratkaisu ei sovellu tapauksen kuvaamiseen. Tarvitaan Schwarzschildin
metriikan yleistys pyoriville massajakaumille: Kerrin metriikka.

Kerrin ratkaisu on aksiaalisymmetrinen tyhjicratkaisu Einsteinin yhtéloille. Ratkai-
su ei ole yksikésitteinen, silld Birkhoffin teoreeman kaltaista yleisté tulosta ei pyoriville
aika-avaruuksille ole olemassa. Kerrin ratkaisussa pyorivin massajakauman ensimmaéiset
multipolimomentit ovat massa ja kulmaliikemééré, ja korkeamman kertaluvun momen-
tit maardytyvat yksikésitteisesti néistd kahdesta. Yleisessd tapauksessa korkeamman
kertaluvun multipolimomentit voivat kuitenkin olla mielivaltaiset, joten Kerrin ratkaisu
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kuvaa yksittéisté erikoistapausta. Toisaalta kaukana pyorivistéi kappaleesta korkeamman
kertaluvun multipolimomentit ldhestyvéit nopeasti nollaa. Voidaankin osoittaa, ettd aika-
avaruus yleisen pyorivin massajakauman ulkopuolella ldhestyy geometrialtaan Kerrin
ratkaisua asymptoottisesti [6].

Kun rajoitetaan tarkastelu mustiin aukkoihin, saadaan vahvempi tulos. Pyorivian mas-
sajakauman romahtaessa mustaksi aukoksi se séteilee kaikki séteiltédvisséd olevat multipo-
limomenttinsa pois [7]. Lopputuloksena on musta aukko, jonka ainoat riippumattomat
multipolimomentit ovat massa ja kulmaliikemaéra. Téllaista mustaa aukkoa kuvaa Kerrin
ratkaisu. Kerrin ratkaisu on néin ollen yksikésitteinen ratkaisu stationaariselle, akselinsa
ympéri pyoriville mustalle aukolle, eli Kerrin mustalle aukolle [8]. T#ssé tutkielmassa
késitelladn yksinomaan Kerrin mustaa aukkoa.

2.2 Boyer—Lindquist-koordinaatit

Kerr esitti ratkaisunsa alun perin valonkaltaisissa koordinaateissa (u,r, 0, ¢~>) [1]:

2Mr <
2 — 1- — _ 12 2
ds ( o p— 9) (du — asin”® @ do)
+ 2(du — asin® 0 dg)(dr — asin® 0 de) (1)

+ (r? + a® cos? 0)(d6? + sin® 0 d¢?).

Tamé metriikan muoto on kuitenkin laskennallisesti hankala, koska se sisdltda useita
ei-diagonaalisia termejé. Liséksi selvin ajankaltaisen koordinaatin puute hankaloittaa
tulosten tulkintaa. Yleistetyt Schwarzschildin koordinaatit, Boyer—Lindquist-koordinaatit
(t,r,0, ), tarjoavat ratkaisun molempiin néistd ongelmista. Boyer—Lindquist-koordinaatit
minimoivat metriikan ei-diagonaalisten termien lukumé&&rén, sisédltdvit ajankaltaisen
koordinaatin ¢ sekd mahdollistavat suoraviivaisen vertailun Schwarzschildin tapaukseen.
Nama koordinaatit ovat Kerrin metriikan hy6dyllisin muoto téssé tutkielmassa tehtavien
tarkastelujen kannalta.

Boyer—Lindquist-koordinaatteihin siirrytdan Kerrin metriikan alkuperdisestd muodos-
ta koordinaattimuunnoksin

r2+a2

du=dt+ ————
Y +r2—2Mr—|—a2

dr, (2)

dé = do + dr. (3)

a
r2 —2Mr + a?

Kerrin metriikka Boyer—Lindquist-koordinaateissa on

oM AMrasin® 0 2
d32:—<1— 2T>dt2—m;mdtd¢+2dr2+p2d92
p p

2Mra? sin® 0
+ <r2 +a? + e s 251n ) sin? 0 dep?,
p

!T#ssd on korjattu Kerrin vuoden 1963 artikkelissa esiintynyt parametrin a merkkivirhe [9].
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missé
A =r?—2Mr+ d?, (5)
p? =1+ a’cos? 6, (6)
a=L/M. (7)

Téasséd M on mustan aukon massa ja L kulmaliikemé#rd. Kerrin parametri a on siten
mustan aukon kulmaliikemé&éira yksikkémassaa kohden.

Téssé tutkielmassa kaytetddn Boyer—Lindquist-koordinaatteja, ellei toisin mainita.
Musta aukko pyorii néissé koordinaateissa akselin # = 0 ympéri, koordinaatin ¢ suuntaan,
kun Kerrin parametri a on positiivinen. Parametrin a etumerkin vaihtuessa mustan aukon
pyorimissuunta vaihtuu.

2.3 Metriikan ominaisuuksia

Tarkastellaan nyt lyhyesti muutamia oleellisia Kerrin metriikan ominaisuuksia, joita
hytdynnetédn seuraavissa luvuissa.

Rajalla a — 0 musta aukko ei pyori, A — 2 — 2Mr, p> — 72 ja Kerrin metriikka
palautuu Schwarzschildin metriikaksi

2M oM\
ds? = — (1 - r) de? + <1 - r> dr? + 2 d6? + r%sin” 6 d¢?. (8)
Rajalla r — oo metriikka lahestyy Minkowskin metriikkaa
ds? ~ —dt? + dr? 4+ 12 d6? + r? sin? 0 dp>. (9)

Siis kuten Schwarzschildin metriikka, myos Kerrin metriikka on asymptoottisesti laakea.

Metriikan komponentit ovat liséiksi riippumattomia koordinaateista ¢ ja ¢, mikéa
osoittaa, ettd ratkaisu on stationaarinen ja symmetrinen pyorimisakselinsa suhteen. Toisin
sanoen on olemassa Killingin vektorit

£ = (1,0,0,0) ja & = (0,0,0,1). (10)

Nelinopeudella u liikkuvalla hiukkasella on télloin kaksi séilyvaé suuretta:

€=y u=—u = —(guu’ + gt¢U¢)a (11)
L= () u=ug = gigt’ + gosu’ (12)

Kaukana mustasta aukosta ndmé suureet voidaan massiivisille hiukkasille tulkita energiak-
si yksikkomassaa kohden ja kulmaliikeméérdksi yksikkomassaa kohden. Massattomille
hiukkasille puolestaan voidaan valita affiini parametri siten, ettd hiukkasen neliliikemé&aré
ja nelinopeus ovat yhté suuret: p* = u#. Télloin suureet € ja [ voidaan tulkita hiukkasen
energiaksi ja kulmaliikemé&éariksi.

On huomioitava, ettd kulmaliikem&éran séilymiselld viitataan tédsséd yhteydessé ai-
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noastaan kulmaliikemédran mustan aukon pyodrimisakselin suuntaiseen komponenttiin.
Hiukkasen kulmaliikemé&éra kokonaisuudessaan ei siily, koska Kerrin aika-avaruus ei ole
pallosymmetrinen.

3 Singulariteetti

3.1 Aika-avaruuden singulariteetti

Aloitetaan Kerrin ratkaisun rakenteen selvittdminen tutkimalla metriikan komponent-
tien kiyttaytymistd. Huomataan ensin, ettd komponentit g, g1¢ ja gse Ovat singulaarisia,
kun p = 0. Maéaritelméin @ mukaan tdmé toteutuu, kun

p25r2—|—a200829:0 = r=0 ja 6=m/2. (13)

Schwarzschildin ratkaisu antaa nyt vihjeen singulariteetin luonteesta. Rajalla a — 0 ehto
on riippumaton koordinaatista 6, ja piste r = 0 tunnistetaan staattisen mustan
aukon aika-avaruuden singulariteetiksi. N&in ollen voidaan perustellusti odottaa, etta
kyseessé on fysikaalinen singulariteetti myods pyoOrivin mustan aukon tapauksessa.

Vahvistetaan singulariteetin luonne Kerrin metriikassa laskemalla Riemannin tenso-
rista invariantti Kretschmannin skalaari

48M?2(r? — a? cos? 0)(p* — 1612a® cos? 0)
12 :

K= RaﬁwsRaﬁvg = (14)
Yhtélostd ndhdédan, ettd Kretschmannin skalaari K kasvaa rajatta, kun p — 0. Koska
skalaarin arvo ei riipu valituista koordinaateista, kyseessé ei ole pelkké koordinaattisin-
gulariteetti. Kerrin aika-avaruus on siis singulaarinen, kun p = 0.

3.2 Kerr—Schild-koordinaatit

Boyer—Lindquist-koordinaateissa singulariteetin geometrinen rakenne jaa kuitenkin epé-
selvaksi. Kuinka tulkitaan se, ettd Kerrin aika-avaruus on singulaarinen koordinaattien
arvoilla 7 = 0, § = 7/2, mutta ei kuitenkaan arvoilla r = 0, § # 7/27 Boyer—Lindquist-
koordinaattien tulkitsemiseksi seké singulariteetin rakenteen selvittdmiseksi siirryta&n
hetkellisesti tdhén tarkoitukseen paremmin soveltuviin koordinaatteihin.

Singulariteetin tarkastelun kannalta valaisevin Kerrin metriikan muoto on kvasi-
karteesiset Kerr—Schild-koordinaatit (£, x,, z), jotka Kerr esitteli osana vuoden 1963 ar-
tikkeliaan. Kerr—Schild-koordinaatteihin siirrytédin metriikan Boyer—Lindquist-muodosta
koordinaattimuunnoksin

~ oM
ai = dt + Trdr,

x = (rcos¢’ + asing’)sinb,

y = (rsin¢’ —acos¢)sinb,

15

16
17

)
)
)
18)

(
(
(
(

z =1cosb,
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missé a
d¢’ =do + A dr. (19)
Metriikka Kerr—Schild-koordinaateissa on
ds? = — di? + dz? + dy? 4 d2?
2M 73 - r(zdz+ydy) —a(zdy —ydz) zdz]? (20)
—— |dt + +
rt 4+ a2z2 r2 + a2 r

missd r on nyt koordinaattien (z,y, z) funktio ja madrdytyy yhtélosta

rt— (22 P+ 22— d®)r? — a2 = 0. (21)

Kerr—Schild-koordinaatit (z,y, z) voidaan tulkita likimé&#raisesti euklidisen avaruuden
karteesisiksi koordinaateiksi. Ne tarjoavat siten intuitiivisen avaruuden Kerrin ratkaisun
visualisointiin, kun Boyer—Lindquist-koordinaatit tulkitaan koordinaattien (x,y, z) funk-
tioiksi. Naissé koordinaateissa z-akseli vastaa Boyer—Lindquist-koordinaattien symmetria-
akselia 6 = 0, siis musta aukko pyorii z-akselin ympéri. Téssé tutkielmassa kaikki kuvat
esitetddn Kerr—Schild-koordinaateissa.

3.3 Singulariteetin rakenne

Singulariteetin geometrinen rakenne selvidé nyt suoraviivaisesti. Muunnoksia f
kayttamélla saadaan Kerr—Schild-koordinaattien ja Boyer—Lindquist-koordinaattien vi-
lille yhteys

22 + 9% = (1% + a®)sin? 6. (22)

Kun r =0 ja § = /2, yhtéloista (18) ja seuraa
2 4y =d?, z=0. (23)

Pyorivin mustan aukon singulariteetti on siis |a|-siteinen rengas ekvaattoritasossa z = 0.
Liséiksi ndhd&én, ettd koordinaatit r = 0, 6 # 7/2 vastaavat pisteitéd kiekossa

z? +y? < d?, z=0. (24)

Rengassingulariteetti ja Boyer—Lindquist-koordinaatit on havainnollistettu kuvassa

Huomioidaan téssd erityisesti, ettd kiekkoa r = 0 ldhestyvédn hiukkasen rata leik-
kaa rengassingulariteetin ainoastaan mustan aukon ekvaattoritasossa. Siis toisin kuin
Schwarzschildin staattisen mustan aukon tapauksessa, Kerrin mustaan aukkoon putoava
hiukkanen ei valttaméttd paady singulariteettiin, kun r — 0.

Schwarzschildin rajalla ¢ — 0 rengassingulariteetti palautuu staattisen mustan aukon
pistesingulariteetiksi.
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Kuva 1: Singulariteetti ja Boyer—Lindquist-koordinaatit. Kuvassa ellipsit ovat pintoja,
joille » = vakio, ja kidyrat pintoja, joille # = vakio. Lihavoitu viiva kuvaa kiekkoa r = 0,
jonka reuna on mustan aukon singulariteetti. Kuvan leikkaus on ¢ = vakio, y = 0.

4 Horisontit

4.1 Koordinaattisingulariteetti

Jatketaan Kerrin metriikan komponenttien tarkastelua. Metriikalla on toinenkin
singulariteetti: komponentti g, on singulaarinen, kun A = 0. M#&ritelmén mukaan
tamé toteutuu, kun

A=r>—2Mr+d’=0 = r:rizM:I:\/W- (25)

Schwarzschildin ratkaisu antaa jélleen osviittaa singulariteetin todellisesta luonteesta.
Schwarzschildin koordinaateilla on tunnetusti koordinaattisingulariteetti séteelld r = 2M.
Ehdosta (25) ndhddéankin, ettd staattisella rajalla a — 0 Boyer—Lindquist-koordinaateissa
A = 0, kun r = 2M. On siis odotettavissa, ettd kyse on koordinaattisingulariteetista
my6s Boyer—Lindquist-koordinaateissa. Osoitetaan nyt, ettd ndin todellakin on.
Yhtalosta nahdéén, ettd Kretschmannin skalaari on &érellinen, kun r = r4.
Tamé on vilttaméaton, mutta ei kuitenkaan riittava ehto sille, ettéd kyseessd on koor-
dinaattisingulariteetti. Schwarzschildin ratkaisussa koordinaattisingulariteetti r = 2M
voidaan valttda siirtymélld Kruskalin koordinaatteihin, joissa téitd singulariteettia ei
esiinny. Huomataan nyt, ettéd luvussa [3.2] esitellyt Kerr—Schild-koordinaatit ajavat sa-
man asian Kerrin ratkaisussa, silld metriikka ei ole singulaarinen, kun r = r4 ja
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a # 0. Taméi osoittaa, ettd alue A = 0 on Boyer—Lindquist-koordinaateista aiheutuva
koordinaattisingulariteetti, ei Kerrin aika-avaruuden singulariteetti.

4.2 Tapahtumahorisontit

Koordinaattisingulariteetin A = 0 merkityksen selvittdmiseksi tarkastellaan nyt pintoja,
joille 7 = vakio. Pinnan méérittad funktio

®(r) = r — vakio = 0. (26)
Koska ® on skalaari, pinnan normaalivektori on
n, =V,®=0,®=(0,1,0,0) (27)
ja normaalivektorin normi on
n-n=n,ng" =g". (28)

Metriikan kontravariantti komponentti ¢"" 16ytyy Boyer—Lindquist-koordinaateissa suo-
raviivaisesti. Koska metriikka voidaan esittdd lohkodiagonaalisena matriisina

gt Gt | 00

_ | 96 9es | O 0
g/ﬂ/ - O O g'r”r 0 ’ (29)

0 0 | 0 goe

riittdd laskea komponentin g, sisdltdvin lohkon k#ddnteismatriisi. Triviaalisti saadaan

A
rr —1
g =9rr = 5> 30
; (30)
1

o0 . (31)

9" =g, =

B

Yht#loisté ja nihd#in nyt, ettd kun A = 0, myds n - n = 0. Normaalivektori
n on siis valonkaltainen kaikkialla pinnoilla » = ro, miki osoittaa, ettd ndméa pinnat
ovat valonkaltaisia. Koska r = ry = vakio, pinnat ovat liséksi suljettuja. Valonkaltainen
pinta sivuaa lokaalisti valokartiota kaikissa pisteissdén, joten tulevaisuuden valokartiot
ovat kallistuneet kokonaan pinnan yhdelle puolelle ja menneisyyden valokartiot toiselle.
Tamé tarkoittaa, ettd fysikaalisten hiukkasten maailmanviivat voivat ldpéistd pinnan
vain yhteen suuntaan. Koska suljettujen pintojen r = r4 sisépuolelle padtyneet hiukkaset
eivit voi paeta pintojen ulkopuolelle, ndmé pinnat ovat tapahtumahorisontteja.

Ratkaisusta saadaan tapahtumahorisonteille mustan aukon massan M ja Kerrin
parametrin a arvoista riippuen kolme laadullisesti erilaista tapausta: a® < M?, a? = M?
ja a® > M?. Kisitelldin seuraavaksi nimsé tapaukset yksitellen.
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4.2.1 Tapaus a?> < M?

Kun a? < M?, Kerrin mustalla aukolla on kaksi tapahtumahorisonttia:

ry =M+ M?—a?,
r_=M—\/M?—-a2

Koska r_ < r, kutsutaan pintaa r = r;, ulommaksi horisontiksi ja pintaa r = r_ si-
semméksi horisontiksi. Horisontit jakavat Kerrin aika-avaruuden kolmeen sdédnndélliseen
alueeseen. Ulomman tapahtumahorisontin ulkopuolelle jadvaa aluetta ry < r nimitetdan
alueeksi I, horisonttien vilistd aluetta r— < r < r; alueeksi II ja sisemmén tapahtumaho-
risontin sisdpuolelle jaavia aluetta r < r_ alueeksi II1. Alue III sulkee siséilleen mustan
aukon rengassingulariteetin.

Alueiden merkitys selvidd tutkimalla niissé liikkuvien hiukkasten radiaalista kédyt-
tdytymistd. Tamé& on yksinkertaisinta, kun tdydennetdin ensin Kerrin metriikassa
esiintyviit termit dt?, dt d¢ ja d¢? nelicksi, jolloin metriikka tulee muotoon

(32)

Ap?
ds? = — de?
§ (r2 4 a2)2 — a2Asin? 0
2
2 1 02)2 _ o2A sin? 2l
(r*+a”)* — a*Asin esin2¢9 do — aMr dt (33)

p? (r2 + a?)? — a2Asin? 0

p2
+X dr? + p? d6?.

Tarkastellaan sitten massiivista hiukkasta, jonka nelinopeus on uw. Metriikasta (33 saa-
daan suoraviivaisesti nelinopeuden normitusehdoksi

Ap? )2
1=_
(r2 4 a2)? — a2 Asin? H(U )
2
2 22 2 o2

(r* +a”)* — a*Asin 9811120 ub 2aMr . (34)
p? (r?2 4+ a?)? — a®?Asin“ 6

2

P

+ R W)+ ().

Ehdosta nihdaén, ettd alueessa I pidtee A > 0, ja méadritelméan @ mukaan p? on
kaikkialla ei-negatiivinen. Ehto ei téssé alueessa estd hiukkasen radiaalista liiketta,
vaan hiukkanen voi liikkua seké kohti mustaa aukkoa ettid poispéin siité.

Alueessa II sen sijaan patee A < 0. Talloin yhtélon oikealla puolella on vain yksi
negatiivinen termi, p?(u”)?/A. Jotta normitusehto toteutuisi, hiukkasen on tiissi aluees-
sa valttadmétta liikuttava alkuperéaiseen radiaaliseen kulkusuuntaansa. Koordinaatti r
omaksuu siis alueessa II ajan roolin. Alueesta I ulomman tapahtumahorisontin sisépuo-
lelle ajautunut hiukkanen kulkeutuu siten vélttdméttéa sisemmélle tapahtumahorisontille
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ja alueeseen III. Koska alueesta II ei vility informaatiota mustan aukon ulkopuolelle
alueeseen I, vastaa Kerrin mustan aukon ulompi tapahtumahorisontti r = r; rooliltaan
Schwarzschildin staattisen mustan aukon tapahtumahorisonttia. Ulompaa horisonttia
nimitetdénkin usein yksinkertaisesti Kerrin ratkaisun tapahtumahorisontiksi.

Alueessa III péatee jéalleen A > 0. Hiukkanen voi siis tissi alueessa taas vaihtaa radi-
aalista kulkusuuntaansa. T&sté seuraa, etté jopa Kerrin mustan aukon ekvaattoritasossa
liikkkuva hiukkanen voi tapahtumahorisonttien lapi kuljettuaan vélttda singulariteetin.
Lisdksi tésté seuraa, ettd Einsteinin yhtéloiden alkuarvo-ongelman (Cauchyn ongelman)
ratkaiseminen téssd alueessa edellyttédéd reuna-arvoja singulariteetista. Cauchyn ongel-
malle ei siten ole hyvin méaériteltyd ratkaisua alueessa III, toisin kuin alueissa I ja II.
Sisempéé horisonttia r = r_ kutsutaan tésta syystd Cauchyn horisontiksi, ja se maarittas
fysikaalisen ennustettavuuden takarajan.

Kerrin aika-avaruus voidaan liséiksi analyyttisesti laajentaa negatiivisille koordinaa-
teille 7, jolloin alue IIT mé#é&ritellasin avoimena vilind —oo < r < r_. Kulkiessaan alu-
eessa III rengassingulariteetin rajaaman kiekon ldpi hiukkanen péatyy télloin toiseen
asymptoottisesti laakeaan aika-avaruuteen, missa r < 0. Téssé toisessa aika-avaruudessa
suljetut ajankaltaiset radat ovat mahdollisia, joten Kerrin ratkaisun laajennus johtaa
kausaliteetin rikkoontumiseen [10]. Ndmé& laajennuksen epiéfysikaaliset seuraukset ulot-
tuvat singulariteetista sisemmiélle tapahtumahorisontille asti, minké nojalla koko alueen
III fysikaalisuutta on syyté epailla.

4.2.2 Tapaus a®> = M?
Kun a? = M? tai yhtépitéiviisti |L| = M?, tapahtumahorisontit yhdistyviit:
ry =r_= M. (35)

Tata tapausta kutsutaan darimmaéiseksi mustaksi aukoksi. Horisonttien yhdistymisesté
seuraa, ettd Kerrin aika-avaruuden aluetta II ei ole olemassa. Alueesta I tapahtumahori-
sontin lapi kulkenut hiukkanen pa&tyy siis suoraan singulariteetin sisédltdvaian alueeseen
I11.

Havaintojen perusteella toistaiseksi tutkituista astrofysikaalisista mustista aukoista
valtaosa pyorii nopeasti (a > 0.8M) ja noin puolet tutkituista kohteista on l&hes &&rim-
méisid (a > 0.95M) [11]. Suuret parametrin a arvot ovat seurausta siitd, ettd mustan
aukon kulmaliikemé&ara tyypillisesti kasvaa: Mustaa aukkoa kohti putoava aine muodos-
taa aukon ympérille kertymékiekon, joka pyorii mustan aukon mukana. Kertymékiekosta
aukkoon putoava aine luovuttaa kulmaliikeméaradansa mustalle aukolle, jolloin mustan
aukon kulmaliikemé&éra kasvaa ajan mittaan. Toisaalta kertymékiekon séteily hidastaa
mustan aukon pyorimisté, silld pyorivd musta aukko kaappaa enemmén negatiivisen kuin
positiivisen kulmaliikemééran fotoneja. Sateilyn hidastava vaikutus on olematon hitaasti
pyorivélle mustalle aukolle mutta merkittava, kun a > 0.9M. Mustaan aukkoon putoavan
aineen ja séateilyn yhteisvaikutuksesta voidaankin laskea Kerrin parametrille teoreettinen
yldraja a ~ 0.998M [12]. Tamén tuloksen nojalla ddrimméisid mustia aukkoja ei siis
synny luonnollisesti.
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4.2.3 Tapaus a®> > M?

Kun a? > M?, yhtalolla ei ole reaalisia ratkaisuja. Tapahtumahorisontteja ei télloin
ole lainkaan, joten tdsséd tapauksessa on olemassa ainoastaan yksi aika-avaruuden alue,
alue I = alue III. Tdm4 tapaus ei néin ollen kuvaa mustaa aukkoa.

Koska singulariteetin vaikutusalue on nyt tapahtumahorisontin rajaaman alueen si-
jaan koko aika-avaruus, ei fysikaalisia ennustuksia voida tehd&d misséén. Téllaista sin-
gulariteettia kutsutaan alastomaksi singulariteetiksi. Alastoman singulariteetin fysikaa-
lisen ongelmallisuuden takia on esitetty kosminen sensuurikonjektuuri, jonka mukaan
mikddn luonnossa esiintyvé fysikaalinen prosessi ei tuota alastonta singulariteettia [13].
Konjektuuria ei ole todistettu, mutta havaintoja tai teoreettista nayttod sen paikkan-
sapitdméttomyydestakédn ei ole. Mikéli kosminen sensuurikonjektuuri pitda paikkansa,
Kerrin ratkaisun tapaus a? > M? on epiifysikaalinen.

4.3 Horisonttien rakenne

Toisin kuin Schwarzschildin pallosymmetrisessé tapauksessa, Kerrin ratkaisussa tapahtu-
mahorisontit eivét ole geometrisesti pallopintoja. Horisonttien tdsmaéllisen muodon selvit-
tdmiseksi tarkastellaan nyt aikasiivua ¢ = vakio pinnalla r = ri.. Asettamalla dr = dt =0
metriikasta saadaan

2Mry
ds® = p2 d6* + (Ti) sin? 0 d¢?, (36)
P+
missé
pi =13 +a®cos? 0. (37)

Metriikka ei kuvaa pallopintaa, vaan ellipsoidia. Kerrin mustan aukon tapahtuma-

horisontit litistyvéit navoilla § = 0 ja § = 7 parametrin a kasvaessa. Maksimaalinen

litistyminen saavutetaan ddrimmiéisen mustan aukon tapauksessa, jolloin a? = M?2.
Voidaan laskea tapahtumahorisonttien pinta-ala:

AL = d4n(r? + a%) = 8n(M? + / M* — M2a?). (38)

Ulomman tapahtumahorisontin pinta-ala on suurimmillaan staattisella rajalla a — 0, jol-
loin t&mé& horisontti palautuu Schwarzschildin pallosymmetriseksi tapahtumahorisontiksi
r = 2M. Horisontin pinta-ala on tillsin A}, = 16w M?2. Talld rajalla Kerrin ratkaisun
sisempi tapahtumahorisontti puolestaan vetédytyy pistesingulariteettiin » = 0 ja sen pinta-
ala on nolla. Kerrin parametrin a kasvaessa ulomman tapahtumahorisontin pinta-ala pie-
nenee ja sisemmén kasvaa, kunnes rajalla a — M ne ovat yhté suuret: A}} = Ay =8rM 2,
Kerrin musta aukko siis kutistuu parametrin a kasvaessa. Téssé késitellyt tapaukset on
havainnollistettu kuvassa 21

On huomioitava, etté kaikissa fysikaalisissa prosesseissa mustan aukon kulmaliikeméé-
ran kasvaessa myos mustan aukon massa kasvaa. Yhtalosta ndhdéan, ettd massan
kasvaessa my0s mustan aukon pinta-ala kasvaa. Stephen Hawking onkin osoittanut, et-
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Nz

Kuva 2: Tapahtumahorisontit ja singulariteetti. Rajalla a — 0 (vasemmalla) ulompi ta-
pahtumahorisontti palautuu Schwarzschildin tapahtumahorisontiksi » = 2M ja sisempi
horisontti katoaa singulariteettiin r = 0. Kun 0 < a? < M? (keskellii), tapahtumahorison-
tit lihestyvit toisiaan parametrin a kasvaessa. Adrimmaiselld rajalla a®> = M? (oikealla)
tapahtumahorisontit yhdistyvét ja mustan aukon pinta-ala minimoituu. Kuvien leikkaus
on t = vakio, y = 0.

td mustan aukon ulomman tapahtumahorisontin pinta-ala ei koskaan pienene missééan
klassisessa prosessissa [14].

5 Stationaariset rajat

5.1 Pyorre aika-avaruudessa

Téassa tutkielmassa on toistaiseksi tutkittu Kerrin mustan aukon vaikutusta hiukkasten
radiaaliseen liikkeeseen. Ei-diagonaalisten komponenttien g;4 = g4 olemassaolo metrii-
kassa kuitenkin osoittaa, ettd mustan aukon pyorimiselld on myos toisenlainen, mer-
kittavisti Schwarzschildin staattisesta tapauksesta poikkeava vaikutus aika-avaruuteen.
Tédmén vaikutuksen selvittdmiseksi tarkastellaan nyt nelinopeudella u kohti Kerrin mus-
taa aukkoa putoavaa hiukkasta, jonka kulmaliikemé&ré on nolla. Hiukkanen pudotetaan
matkaan kaukana mustasta aukosta. Kulmaliikemé&aran sailymisen nojalla

= ug = gigt’ + gppu® = 0. (39)

Koska Kerrin metriikka on asymptoottisesti laakea, kaukana mustasta aukosta g;4 — 0,
jolloin selvisti my6s u® = 0. Yhtdlon avulla ndhdéén, ettd mustaa aukkoa ldhestyes-
sddn hiukkanen kuitenkin saavuttaa kulmanopeuden

_dqﬁ_dqﬁ/dT_u‘z’__gtl_ 2Mar

0) = —= — - = = .
w(r,6) dt  dt/dr  wl 9o (12 +a?)? — a2Asin 0

(40)

Vaikka hiukkasella on nyt nollasta poikkeava kulmanopeus, kulmaliikemé&érén sdilymisen
nojalla hiukkasen kulmaliikemééra on edelleen nolla. Tuloksen fysikaalinen tulkinta on
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Kuva 3: Aika-avaruus staattisen mustan aukon ympérilli (vasemmalla) ja pyorivin
mustan aukon ympérilli (oikealla). Pyorivd musta aukko vetdi aika-avaruutta mukanaan
ja aiheuttaa pyorteen ympérsividn aika-avaruuteen. Kuvien leikkaus on ¢ = vakio, z = 0.

seuraava: Pyoriessddn Kerrin musta aukko vetdd aika-avaruutta mukanaan ja aiheuttaa
siten pyorteen aukkoa ympéroivissi aika-avaruudessa. Pudotessaan pyorteisessi aika-
avaruudessa radiaalisesti kohti mustaa aukkoa hiukkanen saa kulmanopeuden mustan
aukon pyorimissuuntaan. Pyorivin mustan aukon vaikutus ympéroivaian aika-avaruuteen
on esitetty kuvassa

5.2 Stationaarisen rajan pinnat

Tutkitaan nyt tarkemmin aika-avaruuden pyorteen vaikutusta hiukkasten liikkeeseen. Lu-
vussa [4.2] osoitettiin, ettd Kerrin ratkaisulla on tapahtumahorisontit r» = ry, joiden véli-
sessé alueessa hiukkasten on valttaméatta liikuttava tiettyyn radiaaliseen suuntaan. Téssé
luvussa osoitetaan, ettd Kerrin ratkaisulla on vastaavat pinnat ja alue myo6s koordinaatin
¢ suuntaiselle liikkeelle.

Tarkastellaan ensin massiivista hiukkasta, joka pysyy paikallaan Kerrin aika-avaruu-
dessa. Hiukkasen nelinopeus on téllsin u# = (u?,0,0,0). Asettamalla Kerrin metriikassa
dr = df = d¢ = 0 saadaan nelinopeuden normitusehdoksi

— 1= gu(u')?. (41)

Ehto voi toteutua vain, kun

2Mr r? +a?cos? 0 — 2Mr
——(1- = — 0. 42
gt ( p? > ( r2 4+ a? cos? § < (42)
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Tésté yhtélostd ndhdédén, ettd g = 0, kun
r?+a’cos’0—2Mr=0 = r=rgr=M-=++\/M2—a2cos?6. (43)

Kerrin metriikan komponentti g4 on siis positiivinen, kun rg_ < r < rgy. Ehto
ei téalloin toteudu, joten hiukkasen paikallaan pysyminen on téssé alueessa mahdotonta.
Pintoja rg+ kutsutaankin stationaarisen rajan pinnoiksi. Kuten tapahtumahorisonttien
tapauksessa, kutsutaan pintaa rgy ulommaksi ja pintaa rg_ sisemméksi stationaarisen
rajan pinnaksi. Tapahtumahorisonttien ja stationaarisen rajan pintojen méaritelmia
ja vertaamalla nidhd&an, ettd aina pétee

rg— <r_ <ry <rgy. (44)

Tutkitaan sitten massattomien hiukkasten kéyttdytymistd. Lahetetddn eri etéisyyksil-
t4 matkaan fotoneja mustan aukon pyorimissuuntaan ja sitd vastaan. Tiéllaiselle fotonille
pétee alkutilassa dr = df = 0. Kerrin metriikasta saadaan t&lloin ehto

0 = gu dt* + 244 dt dg + gy dg?, (45)

mistéd voidaan ratkaista fotonin kulmanopeus

2
o g (90 _ 9w _ . [ 91 (46)
dt 9o 9o 9o 9bo

Tarkastellaan tilannetta ensin kaukana mustasta aukosta. Koska Kerrin metriikka on
asymptoottisesti laakea, kaukana mustasta aukosta pétee gy < 0 ja gggy > 0. Yhtélosta
saadaan talloin

d

Q+:(¢) —wt w2 >0, (47)
at /. 9o
d

Q:<¢) —w— w2+ |2 <o (48)
dt / _ 9o

Téassd 4 on mustan aukon pyorimissuuntaan ja €_ sitd vastaan ldhetetyn fotonin
kulmanopeus alkuhetkell.

Kun siirretdéin fotonien ldhtopistettd kohti mustaa aukkoa, pdddytdéin ensin ulom-
malle stationaarisen rajan pinnalle r = rg,, missi g = 0. Yht#loista f nihdéian,
ettd stationaariselta rajalta lihetettyjen fotonien kulmanopeudet yksinkertaistuvat muo-
toon Q1 = 2w ja Q_ = 0. Mustan aukon pyorimissuuntaa vastaan ldhetetty fotoni on
siis hetkellisesti paikallaan stationaarisen rajan pinnalla r = rgy.

Pinnan r = rgy sisdpuolella Kerrin metriikan komponentista gy tulee positiivinen.
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Fotonien kulmanopeudet ovat télloin

Qp=w+ ,|w?— g > 0, (49)
o6

O =w— w2 |2 >0 (50)
o6

Nyt my6s mustan aukon pyodrimissuuntaa vastaan lahetetty fotoni pyorii mustan aukon
mukana, positiivisen koordinaatin ¢ suuntaan. Alueessa rg_ < r < rg; seké massiiviset
ettd massattomat hiukkaset siis liikkkuvat valttamattd mustan aukon pydrimissuuntaan.

Koordinaatin r arvon edelleen pienentyesséd saavutetaan lopulta pinta, jolla pétee
w? = gy / 9se- Téssé ohitettavan laskun avulla voidaan osoittaa, ettd ehto w? = gy / 9o
toteutuu, kun A = 0. Kyseessé on siis ulompi tapahtumahorisontti » = r,. Yhtaloistéa

f saadaan nyt

g @
9op  2Mry

Qi =0 =Q_=w= (51)
Tamé on mustan aukon ulomman tapahtumahorisontin kulmanopeus. Kerrin musta
aukko pyorii kuin kiinted kappale, ja tapahtumahorisontilla kaikki hiukkaset pyorivét
mustan aukon mukana kulmanopeudella Q4 .

Ulomman stationaarisen rajan pinnan ja tapahtumahorisontin véliin jadvas aluetta
ry < r < rgy kutsutaan ergosfiériksi. Nimi tulee kreikan kielen sanasta ergon, joka
tarkoittaa tyotéd. Nimitys on valittu siksi, ettéd sopivalla prosessilla mustan aukon pyori-
misenergialla voidaan tehda ergosfiérissé tyota. Tata kutsutaan Penrosen prosessiksi, ja
sen késittely ohitetaan téssd tutkielmassa.

Kuten edeltdavissd tarkastelussa todettiin, ergosfadrissd kaikki hiukkaset liikkuvat
valttamatta mustan aukon pyorimissuuntaan. Toisin kuin tapahtumahorisontin takaa,
ergosfidristd on kuitenkin mahdollista paeta: ergosfiéri sijaitsee ulomman tapahtumaho-
risontin ulkopuolella alueessa I, missé hiukkasilla voi ehdon nojalla olla positiivinen
nelinopeuden r-komponentti.

Kerrin aika-avaruuden alueessa III saadaan vastaavat tulokset sisemmélle stationaa-
risen rajan pinnalle ja tapahtumahorisontille, mutta ké#nteisessé jarjestyksessa koordi-
naatin r suhteen. Sisemmalld tapahtumahorisontilla kaikki hiukkaset pyorivét sisemmén
horisontin kulmanopeudella Qg = a/(2Mr_), joka ei ole sama kuin ulomman tapahtu-
mahorisontin kulmanopeus. Singulariteettia ldhestyessaéin hiukkaset litkkuvat vélttamat-
td mustan aukon pydrimissuuntaan, kunnes ne ylittdvéat sisemmén stationaarisen rajan
pinnan r = rg_. Tédmén rajan sisdpuolella hiukkaset voivat jélleen pysyé paikallaan.

5.3 Stationaaristen rajojen rakenne

Stationaarisen rajan pintojen geometrinen rakenne on tapahtumahorisontteja monimut-
kaisempi. Tarkastellaan aikasiivua t = vakio pinnalla r = rg4, jolloin metriikasta
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saadaan stationaarisen rajan pintojen metriikka

2M3TS:|:

2
dS = -—
M?2 — a2 cos?6

d6? + 2(Mrg+ + a®sin? 0) sin? 0 d¢?. (52)
Pintojen muotoa on vaikea hahmottaa suoraan tisté metriikasta, joten hy6dynnetdan
jalleen Kerr—Schild-koordinaatteja. Koordinaattimuunnoksia ja kayttamalla
saadaan stationaarisen rajan pinnoille yhteydet

2?4y = {(M + VM2 — a2 cos?6)? + aQ} sin’ 0, (53)
2= (M +/M? — a? cos? ) cos . (54)

Nyt voidaan tehdd muutamia huomioita pintojen geometriasta. Mustan aukon navoilla,
kun 6 = 0 tai § = 7, ulompi stationaarisen rajan pinta yhdistyy ulompaan tapahtumaho-
risonttiin ja sisempi stationaarisen rajan pinta sisempédin tapahtumahorisonttiin. Nama
pinnat ovat muualla erillién toisistaan, kun a # 0. Ekvaattoritasolla, kun 6 = 7 /2, si-
sempi stationaarisen rajan pinta koskettaa rengassingulariteettia. Koska pinnat r = rg.
riippuvat koordinaatista 6, ne eivét ole yksinkertaisia ellipsoideja kuten ratkaisun tapah-
tumahorisontit. Sen sijaan Kerrin parametrin a kasvaessa ulompi stationaarisen rajan
pinta muistuttaa muodoltaan torusta ja sisempi stationaarisen rajan pinta hyrrai.

Liséksi massan M ja Kerrin parametrin a arvoista riippuen saadaan myos stationaa-
risen rajan pinnoille kolme laadullisesti erilaista tapausta. Kun a? < M?, stationaarisen
rajan pinnat ovat kaikkialla erilliéin toisistaan. Kun a? = M?, tapahtumahorisonttien yh-
distymisestd seuraa, ettéd stationaarisen rajan pinnat koskettavat toisiaan mustan aukon
navoilla. Kun a? > M?, stationaarisen rajan pinnat liittyviit toisiinsa ja muodostavat
yvhdessé toruksen pinnan. Namé tapaukset on esitetty kuvassa

Schwarzschildin rajalla a — 0 ulompi stationaarisen rajan pinta yhdistyy kaikkialla
ulompaan tapahtumahorisonttiin, jolloin rgy = ry = 2M. Vastaavasti sisempi stationaa-
risen rajan pinta yhdistyy sisempéin tapahtumahorisonttiin, ja molemmat vetdytyvit
staattisen mustan aukon pistesingulariteettiin: rg_ = r_ = 0.

6 Loppuhuomiot

Téassé tutkielmassa on esitetty Kerrin ratkaisun pddominaisuudet ja sen geometrinen
rakenne. Esityksen tiivistdmiseksi joitakin ratkaisun yksityiskohtia on kuitenkin jatetty
késitteleméttd. Matemaattisen késittelyn kannalta mainittavimmat puutteet ovat Ker-
rin ratkaisun johto ja maksimaalinen analyyttinen laajennus. Yksityiskohtainen selvitys
molemmista aiheista 16ytyy esimerkiksi ldhteesté [15]. Fysikaalisesti oleellisista ratkai-
sun ominaisuuksista jéai késitteleméttd Penrosen prosessi, joka on tapa kerdtd energiaa
Kerrin mustasta aukosta ergosfiairia hyodyntdmalld. Penrosen prosessi on esitetty artik-
kelissa [16]. Lisdksi mainittakoon, ettd ajankaltaiset suljetut radat Kerrin laajennetussa
aika-avaruudessa tarjoavat mahdollisuuden aikamatkustukseen. T&t& késitellddn yksityis-
kohtaisesti 1&hteessd [17].
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Kuva 4: Stationaarisen rajan pinnat, tapahtumahorisontit ja singulariteetti. Katkoviivoin
piirretyt kuviot ovat stationaarisen rajan pintoja ja yhtenéiset lihavoidut ellipsit tapahtu-
mahorisontteja. Kun a? < M? (ylhilld vasemmalla), ulompi stationaarisen rajan pinta
ja tapahtumahorisontti ovat erilldéin sisemmaésté stationaarisen rajan pinnasta ja tapah-
tumahorisontista. Kun a? = M? (ylhailli oikealla), tapahtumahorisontit yhdistyviit ja
stationaarisen rajan pinnat koskettavat toisiaan mustan aukon navoilla. Kun a? > M?
(alhaalla), tapahtumahorisontit hividvét ja stationaarisen rajan pinnat muodostavat yh-
dessé toruksen pinnan. Stationaarisen rajan pintojen liitoskohdat on merkitty kuvaan
pisteilld. Kuvien leikkaus on ¢ = vakio, y = 0.



VIITTEET 17

iittee
Viitteet

[1] R. P. Kerr. Gravitational field of a spinning mass as an example of algebraically
special metrics. Phys.Rev.Lett. 11 (1963), s. 238.

. Genzel et al. Near-infrared flares from accreting gas around the supermassive

2] R.G 1 . Near-infrared fl fi ng g d the sup '
black hole at the Galactic Centre. Nature 425 (2003), s. 936.

[3] M. C. Begelman. Accreting black holes. Proceedings of the 26th Solvay Conference
on Physics: Astrophysics and Cosmology, World Scientific (2014). arXiv:|1410.8132
[astro-ph.HE].

[4] C. W. Misner, K. S. Thorne ja J. A. Wheeler. Gravitation. W. H. Freeman, 1973.

[5] M. Visser. The Kerr spacetime: rotating black holes in general relativity. Cambridge
University Press, 2009. arXiv: 0706.0622 [gr-qcl.

[6] R.Beigja W. Simon. The stationary gravitational field near spatial infinity. General
Relativity and Gravitation 12 (1980), s. 1003.

. H. Price. Nonspherical perturbations of relativistic gravitational collapse. S.

[7] R. H. Price. Nonspherical p bati f relativistic gravitational collapse. Phy
Rev. D 5 (1972), s. 2419.

[8] D. C. Robinson. Uniqueness of the Kerr black hole. Phys. Rev. Lett. 34 (1975),
s. 905.

[9] R. P. Kerr. Discovering the Kerr and Kerr-Schild metrics (2007), s. 20. arXiv:
0706.1109 [gr-qcll

[10] D. Raine ja E. Thomas. Black holes: an introduction. Imperial College Press, 2009,
s. 103.

[11] L. Brenneman. Measuring the angular momentum of supermassive black holes.
Springer, 2013, s. 50. arXiv: 1309.6334 [astro-ph.HE].

[12] K.S. Thorne. Disk accretion onto a black hole. 2. Evolution of the hole. Astrophys.J.
191 (1974), s. 509.

[13] R. Penrose. Gravitational collapse: the role of general relativity. Riv.Nuovo Cim. 1
(1969), s. 273.

[14] S. W. Hawking. Gravitational radiation from colliding black holes. Phys. Rev. Lett.
26 (1971), s. 1345.

[15] J. Plebanski ja A. Krasinski. An introduction to general relativity and cosmology.
Cambridge University Press, 2006.

[16] R. Penrose ja R. Floyd. Eztraction of rotational energy from a black hole. Nature
229 (1971), s. 177.

[17] B. O’Neill. The geometry of Kerr black holes. Dover Publications, 2014, s. 76.


http://arxiv.org/abs/1410.8132
http://arxiv.org/abs/1410.8132
http://arxiv.org/abs/0706.0622
http://arxiv.org/abs/0706.1109
http://arxiv.org/abs/1309.6334

	Johdanto
	Kerrin ratkaisu
	Ratkaisun yksikäsitteisyydestä
	Boyer–Lindquist-koordinaatit
	Metriikan ominaisuuksia

	Singulariteetti
	Aika-avaruuden singulariteetti
	Kerr–Schild-koordinaatit
	Singulariteetin rakenne

	Horisontit
	Koordinaattisingulariteetti
	Tapahtumahorisontit
	Tapaus a2 < M2
	Tapaus a2 = M2
	Tapaus a2 > M2

	Horisonttien rakenne

	Stationaariset rajat
	Pyörre aika-avaruudessa
	Stationaarisen rajan pinnat
	Stationaaristen rajojen rakenne

	Loppuhuomiot

