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I Johdanto

I.1. Solmut.

Jokapéiviisessd elaméssé tormadmme solmuihin kengédnnauhoissa,
korvalappustereoiden piuhoissa tai ollaan kieli solmussa. On lukuisia
kirjoja siitd miten kannattaa sitoa toimivia solmuja erilaisiin tarkoi-
tuksiin. Esimerkiksi solmuja, jotka pitaisivdt veneen paikallaa mutta
jotka olisi kuitenkin helppo saada auki, toisaalta solmuja joita ei ole
tarkoituskaan saada koskaan auki (ilman puukkoa) tai solmuja joita

kéaytetddn vuorikiipeilyssid. MyGs solmujen kauneus ovat kiinnostaneet
ihmisid. Esimerkiksi keltit ovat piirtdneet solmuja niiden esteettisyy-

den takia (katso kuva vasemmalla).
Matemaattinen teoria solmuista keskittyy toisenlaiseen kysymykseen: mistd voimme
péatelld ovatko kaksi annettua solmua sama vai eri solmu? Standardi solmuteorian kysymys
on: jos veddn narun péistd eri suuntiin, niin jadko se solmuun vai avautuuko se? (Narun

kitka oletetaan olemattomaksi). Esimerkiksi jos vedetédén narua

molemmista piistd niin se taatusti suoristuu. Tdhin on jo hieman vaikeampaa vastata

tilanteessa

joskin lukija pienen miettimisen jilkeen nidkee miten témékin solmu aukeaa.

I.1. TEHTAVA. Tee ylli oleva solmu narusta ja osoita sen avulla, ettd solmu todella aukeaa.

Kokeile my6s muita solmujal

Siispd voimme todistaa jokin solmu avautuvaksi ndyttimdalld miten se aukeaa. Enté jos
solmu ei millddn aukea? Voimmeko varmuudella sanoa, ettd se ei todella aukea milliéan
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val onko edessiémme kenties taas avautuva solmu, mutta emme ole vain keksineet, miten
se oikein aukeaa. Esimerkiksi kuvassa 1 olevassa solmukaavioiden parista luultiin monta
kymmenta vuotta, ettd ne esittavit eri solmuja. Kun halutaan todistaa, etté kaksi solmua

Kuva 1. Perkon pari, tunnistettu samaksi solmuksi 1970.

ovat todella eri, tarvitaan invariantteja.

1.2. Historiaa.

Matemaattinen solmujen tutkimus sai ilmeisesti alkunsa 1800-luvulla kun Karl Friedrich
Gauss kiinnostui punoksista (link) ja mééritteli tavan laskea kietoutumisluvun (katso kap-
paletta ??) integraalin avulla. Gaussin oppilas J.B. Listing jatkoi solmujen tutkimista.
Viahdn myShemmin kiinnostus solmuteoriaa kohtaan kasvoi, kun Lord Kelvin esitti teorias-
saan, ettd atomin ovat oikeastaan solmuja. Silloin vallitsi eetteriteoria; sen mukaan maa-
ilmankaikkeus on tdynné eetterié, joka toimii valoaaltojen kantajana. Kelvinin uuden teo-
rian mukaan materia oli vain solmussa olevia eetteripyorteitd. Solmujen erilaisuus selittéisi
atomien erilaisuuden. Tédmé sai huomiota ja nosti solmuteorian luonnollisesti mielenkiin-
non kohteeksi. Aika nopeasti kuitenkin osoittautui, etté eetterii ei olekaan! ja fyysikoiden
kiinnostus solmuteoriaan laantui. Mutta matemaatikoiden pysyi. Algebrallisen topologian
isdt Henri Poincaré, Max Dehn, J. W. Alexander ja Kurt Reidemeister tutkivat solmuja ja
pitkéén heidédn teoriansa olivat ainoat tyokalut solmuteoriassa.

1980-luvulla solmuteoriassa tapahtui muutoksia, kun méaériteltiin muun muassa Jonesin
ja HOMFLY-polynomit. Louis Kauffman on edistényt erityisesti kombinatorista ldhesty-

mistapaa solmuteoriaan.

IMichelsonin ja Morleyn koe osoitti valon nopeuden riippumattomuuden koordinaatistosta, mikd on

ristiriidassa eetterihypoteesin kanssa.
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1.3. Solmuteorialla on suoria sovelluksia.

Kurssin aihepiiriin eivét kuulu solmuteorian sovellukset, mutta mainitaan ne kuitenkin.

Kun solussa luetaan DNA:ta tai valmistetaan sitd kopioitavaksi, siitd taytyy tuoda esille
tiettyjd osia. Koska DNA on tehokkaasti pakattu tumaan, timé on epétriviaali tehtévé, jon-
ka suorittamisessa auttavat topoisemraasientsyymit. N&itd entsyymejé on lukuisia ja ne te-
kevit DN A-molekyylille erilaisia muodonmuutoksia. Biologeja usein kiinnostaa, minkélaisia
ndmé muodonmuutokset ovat mité tietyt topoismeraasit tekevit.

Sen selvittdmiseksi otetaan syklinen DNA-molekyyli (sellaisia on bakteereissa ja ny-
ky#a#n niitd osataan myos syntetisoida) ja sekoitetaan sen joukkoon tutkittava entsyymi.
Entsyymi suorittaa muodonmuutoksen molekyyliin ja samalla muuttaa sen solmutyyppié.
Siitd, miten solmutyyppi muuttui, voi paatelld minkélaisen lokaalin muutoksen tdmé to-
poismeraasi teki.

Valaistaan tatd yksinkertaistetulla esimerkilld. Oletetaan, ettd topoismeraasi A tekee

aina lokaalin muutoksen muotoa

9

ja topoismeraasi B tekee lokaalin muutoksen muotoa

XX

Jos nyt A suorittaa toiminnonsa DNA:han, jonka solmutyyppi on t'_i'.) niin lopputuloksena

on O, mutta jos B suorittaa omansa, niin tuloksena on CQJ Huomaa, ettéd tulokset
eivét riipu siitd, mihin kolmesta risteyksestéd entsyymi tekee muodonmuutoksen. Oleellista
téssd on se, ettd entsyymi A ei muuta komponenttien (syklisten molekyylien) lukuméaraé,
mutta B kasvattaa sita.

Tama on tietenkin vain kuvaileva esimerkki, todellisuudessa asiat ovat monimutkai-

sempia.
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Proteiinitkin voivat olla syklisié ja niiden aktiivisuus voi riippua niiden solmuttumises-
ta.
My6s pienemmiit molekyylit voivat asettua solmuihin.

Kuva 2. Molekulaarisen apilasolmun kristallirakenne. Tamé molekyyli ei
ole ekvivalentti peilikuvansa kanssa. Kuvan liahde: wikipedia, GNU-lisenssi.
Ensimméinen dokumentti onnistuneesta molekyylisynteesistd ilmestyi 1989
artikkelissa [16].

Lis#é solmuteoriasta ja DNA:sta kirjassa [5] ja artikkeleissa [19], [20] ja [4].

Vaikka atomit eivit olekaan solmuja, niin kuin Lord Kelvin ehdotti, vuonna 1985
l6ydetty Jonesin polynomi toi solmut uudelleen fysiikan yhteyteen, kun 16ydettiin selkeité
yhtaldisyyksid kvanttiteoriaan, statistisen fysiikan perusyhtéloihin, kvanttikenttéteoriaan
ja kvanttigravitaatioon. Lisad téstd aiheesta ja muista solmuteorian sovelluksista kirjoissa
[9] ja [10].

1.4. Epéaformaali tutustuminen.
1.4.1. Kaaviot.

Kuten ylld olevista kuvista voi ndhdi, solmut ovat matemaattisesti suljettuja kayria
avaruudessa. Téasmiillisesti solmut mééritelldin upotuksina ST — R3. Selvisti, jos piirrimme
solmun kuvan paperille samaan tapaan kuin yll&, voimme helposti konstruoida upotuksen,
jonka projektio tasolle on tdmé piirrustus (tarkkaan ottaen ylimenokohtien lisdinformaatiota

vaille). Myshemmin todistamme my6s, ettid jokainen tarpeeksi siisti upotus voidaan aina
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Kuva 3. Joitakin solmuja.

projisoida jollekin tasolle silla tavalla, ettd ylimenokohtia on &dérellisesti eikd muita singu-
lariteettejid ole. Tamé antaa mahdollisuuden tutkia upotuksia niiden kaavioiden (kaksiu-
lotteisten kuvien) avulla. Téllainen l&hestymistapa on ollut suuri menestys solmuteorias-
sa, mutta monia asioita on melkein mahdotonta ymmaértia vetoamatta kolmiulotteiseen —
ja joskus neliulotteiseenkin — topologiaan. Tadm& on ymmérrettiavad, silla todellisuudessa
solmut ovat kolmiulotteisia objekteja. Kuvassa 3 on joitakin (suhteellisen) yksinkertaisia
solmuja. Jokaisen solmun kohdalla on luku ja sen alaindeksi, esimerkiksi 59. Téssé luku
5 tarkoittaa sité, ettd kyseistd solmua ei voi esittdd kaaviona, jossa on vdhemmén kuin
5 risteystd. Alaindeksi vain tarkoittaa, ettd kyseinen solmu on toinen téllaisista solmuis-
ta — jirjestys on vain sopimuskysymys. Solmuja siis luokitellaan niiden ristiinmenoluvun

(kaavion minimaalinen ristiinmenoluku) mukaan.
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Kurt Reidemeister todisti [15], ettd solmukaavio saadaan toisesta kaaviosta lokaaleilla
muutoksilla muotoa
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jos ja vain jos vastaavat solmut ovat topologisesti ekvivalentteja. Tamé lause antaa te-
hokkaan tavan mééritelld solmuinvariantteja suoraan kaavioista: pitdé tarkistaa, ettéd inva-
riantti séilyy néitd kolmea liikettéd tehtéessé.

I.2. TEHTAVA. Tam4i tehtdva on otettu psykologian valintakokeesta 2007. Etsi alla olevia
solmuja a—d vastaavat solmut kuvan 3 taulukosta

QN @‘:@M I

1.4.2. Topologista solmuteoriaa.

(a)

Solmuteoria on luonteeltaan ennen kaikkea topologista: tutkimuskohteena ovat suljetut
kéyrat avaruudessa tietyn tyyppisté jatkuvaa ekvivalenssia vaille. Joidenkin asioiden todis-
tamiseksi solmuteoriassa jopa vilttdméatonta (nykyhetken tietdmyksen puitteissa) kdyttias
topologisia keinoja. Téstd on esimerkkiné solmujen yksikésitteinen esittdminen alkusolmu-
jen tulona ja toisaalta sen todistaminen, ettd solmuilla ei ole kéd#nteissolmuja, eli kahden

epétriviaalin solmun kompositio ei voi olla triviaalisolmu O Solmujen tulolla tarkoitetaan
seuraavaa. Olkoon annettu kaksi solmua k;: ST — R3 ja ky: S! — R3, ja oletetaan, etti
ne sijaitsevat erillisissii palloissa: on olemassa x € R? ja r € R, siten ettd k1.1 C B(z,r)
ja koSt € R3\ B(xz,r). Valitaan nyt molempien solmujen kuvajoukosta pisteet z1 € kiS*
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KuvA 4. Solmujen kompositio

ja o € koS!, jotka voi yhdisti# janalla solmujen komplementissa. Sen jdlkeen katkais-
taan molemmat solmut néisté pisteisté ja yhdistetdin vapaat péadt yhteen kahdella janalla.
Kuvassa 4 on esitetty mité talld pyritdan tarkoittamaan.

Alkusolmu on puolestaan solmu, jota ei voi esittdé kahden epétriviaalin solmun tulona,
toisin sanoin pallon pintaa on mahdoton upottaa R3:n alkusolmun perdin niin, ettd se
leikkaisi solmua tésmélleen kahdessa pisteessé niin, ettei solmu olisi suoristuva pinnan sisé-
eiké ulkopuolella.

Toinen havainto, joka tulee solmujen ekvivalenssin méaritelmésta on se, ettd ekviva-
lenttien solmujen komplementit ovat keskendédn homeomorfiset. Solmun komplementti on
siis topologisena avaruutena solmuinvariantti. Huomattavaa on, ettd vaikka solmut ovat
keskeniifin kaikki homeomorfiset (ne ovat kaikki S':n homeomorfiset kuvat), niin niiden
komplementit ovat kuitenkin aika harvoin homeomorfiset. T#sté seuraa, ettd on hyodyllistéa
tarkastella esimerkiksi solmun komplementin perusryhméé (ensimméinen homologiaryhmé

sen sijaan on hyédyton: se on aina Z). Seuraavaksi vihéan lAmmittelytehtévia.
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I.3. TEHTAVA. Laske triviaalisolmun komplementin R3 \ S* perusryhmé. Vihje: Vastaus

on 7. Lisid vihjetti alaviitteessd.>

I.4. TEHTAVA. Olkoon G ryhmé. Sen vaihdannaistaja-aliryhmé on

G =1G,G) = {ayz 'y |2,y € G}),

1

eli alkioiden muotoa zyx~'y~! virittdmi aliryhmé. Osoita, ettd G’ on G:n normaali ali-

ryhmi ja ettd jos H C G on normaali, niin G/H on abelin ryhmé jos ja vain jos G’ C H.
I.1. MAARITELMA. Ryhmén G abelianisaatio on G/G'.

I.5. TEHTAVA. Olkoon X = S'V S! kaksi yksikkoympytid, jotka ovat liimattu yhdesté
pisteestd. Miké on 71 (X)? Enté sen abelianisaatio?

2Kokeile kiyttid tietoa, ettd R®\ S' on homotopiaekvivalentti toruksen kanssa, jonka yksi reikd on

liimattu kiinni. Seifert-van Kampen lauseesta voi olla hyotyé.



II Solmut ja niiden ekvivalenssi.

Yleinen onglelma: kun on annettu topologiset avaruudet X ja Y siten ettd X voidaan
upottaa avaruuteen Y, luokittele kaikki tavat miten X voidaaan upottaa avaruuteen Y.
Tapaus X = S!' ja Y = S3 on klassista solmuteoriaa. Myds yleisempié tapauksia on
tutkittu. Esimerkiksi X on (n — 2)-monisto ja Y = S™ [14]. Huomattavaa on se, etti jos
k < n—2, niin S* ei voi olla solmussa avaruudessa S™, eli upotuksia on oleellisesti vain yksi
mahdollinen. Myos tapauksessa X = S! ja Y = 52 on vain oleellisesti yksi tapa upottaa
X avaruuteen Y (seuraus Jordanin kiiyrilauseesta). Sama pitee tapauksessa X = S2 ja
Y = 53 jos oletetaan, ettd upotus on siled tai paloittain lineaarinen (Alexander-Schénflies

lause). Mité tarkoittaa oleellisesti sama upotus selvidd myohemmin.

I1.1. MAARITELMA. Solmu on upotus k: ST — S3 (eli k: S* — kST on homeomorfismi).
Punos on upotus I: |JI-, St x {i} — S3.

I1.2. HuoMAUTUS. Ylli olevassa miédritelmissé S voidaan korvata avaruudella R3. Silli ei
ymmirrettivisti ole suurta vaikutusta yleiseen teoriaan. Oletetaan nimittéin, ettd k: St —
53 on upotus, se ei voi olla surjektio, koska maali- ja lihtoavaruus olisivat silloin homeomor-
fiset, joten 16ytyy p € S joka ei ole kuvajoukossa. Otetaan homeomorfismi h: S3\ {p} —
R3, jonka jilkeen h o k: S' — R? on alkuperiisti vastaava solmu R3:ssa. Vastaavasti voi-
daaan menetelli toiseen suuntaan ottamalla R3:n yhden pisteen kompaktifikaatio.

Huomataan myoés, ettd solmu on punoksen erikoistapaus. Punoksen kuvajoukon yh-
tenéisid komponentteja ja niitd vastaavia upotuksen rajoittumia kutsutaan punoksen kom-
ponenteiksi. Usein solmun kuvajoukkoa kutsutaan solmuksi ja punoksen kuvajoukkoa pu-
nokseksi. Yritetddn valttasd vaarinkéasityksia.

I1.3. ESIMERKKI. Triviaalisolmu ¢: S* — R3 on inkluusio: jos (z,y) € S' = {(z,y) € R? |
2?2 4+ y% = 1}, niin t(z,y) = (z,y,0).

I1.4. ESIMERKKI. Hopfin punos ja Borromeon renkaat ovat esimerkkeja kahden ja kolmen
komponentin punoksista, katso kuva 5. Hopfin punos voidaan esittié kuvauksena h: St x
{0} U St x {1} — R3 esimerkiksi seuraavalla tavalla:

(z,9,0) — (z,y,0) € R?
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Kuva 5. Hopfin punos ja Borromeon renkaat.

ja
(z,y,1) = (0,y + 1,x) € R3.

Maéritelma I1.1 sallii my6s niin kutsutut villit solmut — sellaiset, joilla on piste, jonka
kaikissa ympéristoissd solmu on ”solmussa”. Kuva 6 valaisee asiaa.

Téllaisilla solmuilla voi olla omituisia ominaisuuksia. Esimerkiksi kuvassa 7 oleva solmu
nayttdd aukeavalta: ainakin dérellisen monta lenkkisd voi helposti avata. Kuitenkin artik-
kelissa [2] on osoitettu, ettd tdmén solmun komplementti ei ole homeomorfinen triviaalin
solmun komplementin kanssa.

Millon kaksi solmua ovat samat? Miké olisi hyvéd mééaritelmé kahden upotuksen ekvi-
valenssille? On selvii, ettd mitké tahansa kaksi kuvausta ST — R3 ovat homotooppisia,
silli R? on yhdesti yhteniinen. My6s solmujen kuvajoukot ovat kesken#in homeomorfiset.

Pitaa siis vaatia jotain vahvempaa. Ensimméiseksi tulee mieleen isotopia, eli homotopia,

Villi piste |

Kuva 6. Villi solmu.

AR

Kuva 7. Epétriviaali villi solmu, jota voi avata d&rellisen monta askelta.
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joka on joka askeleella upotus. Mutta sekéén ei kelpaa, koska sillékin voidaan miké tahansa

solmu muuttaa triviaaliksi solmuksi:

OO

Mairitelladan kuitenkin isotopia, silld méarittelemme solmujen ekvivalenssi juuri sen

avulla.

I1.5. MAARITELMA. Upotukset f,g: X — Y ovat isotooppiset jos on olemassa upotus
H: XxI-YxI

siten ettd H(x,t) = (he(x),t), ho = f ja h1 = g. Upotusta H kutsutaan isotopiaksi.

I1.6. MAARITELMA. (Solmujen ekvivalenssi.) Kaksi solmua k, k": S' — R3 ovat ekvivalen-
tit tai ympdaristoisotooppiset (ambient isotopic) jos on olemassa homeomorfismi h: R3 —
R3, joka on isotooppinen identtisen kuvauksen idgs kanssa ja jolle pitee k' = ho k.

Toisin sanoin on olemassa sellainen isotopia
H:R¥xT—-R3xI,

ettd H [ R x {0} = idgs x{0} ja k&' = (H | R? x {1}) o k. Koska tiiss# isotopia on kahden
saman avaruuden vililli (sek# 13hto, ettd maali ovat R3 x I) ja lisiksi H | R3 x {0} ja
H | {1}, niin on ekvivalenttia olettaa, ettd H on homeomorfismi (eikd upotus).

Ekvivalenssi miédritellisin tdsmélleen samalla tavalla jos avaruuden R? tilalla on S3.
Téstd eteenpéin oletetaan, etté lukija itse osaa tarpeen tullessa siirtdd méédritelmisd ja

lauseita nédiden tapauksien vililla.
I1.1. TEHTAVA. Osoita, ettd solmujen ekvivalenssi on ekvivalenssirelaatio.

Talla kurssilla késittelemme vain kesyjé solmuja, eli ei niité, jotka ovat villejd. Kesy
solmu on sellainen, jonka jokaisella pisteelld on ympéristo, jossa solmu on suoristuva.

I1.7. MAARITELMA. Olkoon k solmu ja B C R? suljettu kuula, jonka reuna leikkaa solmun
kuvaa tdsmilleen kahdessa pisteessi, k[S'] N dB = {wo,yo}. Sanotaan, ettd solmu k on

suoristuva ympéristossd B, jos on olemassa sellainen isotopia

H:R*xI ->R3x1I,

ettd H [R3\ Bx I = idgs gy Ja H [ R3 x {1} = K/, missd k(x) = K'(z) kaikilla

re S\ kB
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ja k[SY) N B = [x0, 0] on jana.
Kesy solmu voidaan mééaritelld usealla eri tavalla. Luonnollinen mééritelmé on seuraava.

I1.8. MAARITELMA. Punos k on lokaalisti suoristuva, jos kaikilla x € S* pisteelld k(z) on

ympéristo, jossa solmu on suoristuva.
Voidaan myo6s maéritelld kdyttadmaélla sileysominaisuuksia:

I1.9. MAARITELMA. Olkoon e: [0,1] — St kuvaus e: t — 2™, Kuvaus f: ST — R3 on n
kertaa jatkuvasti derivoituva jos yhdistetty kuvaus f o e on sité tavallisessa mielessé.

Solmu k on siled immersio, jos se on n kertaa jatkuvasti derivoituva kaikilla n. ja
(koe)(t) > 0 kaikilla ¢ € [0,1]. Samoin mééritelldén punoksille.

Ja lopulta se voidaan méaritella murtoviivana:

I1.10. MAARITELMA. Kuvaus f: S — R3 on paloittain lineaarinen jos sen kuvajoukko
koostuu #érellisen monesta janasta

fSt = LnJ Py
k=0

ja jokaisella k rajoittuma f | (f~1P:) on affiini, eli muotoa

e2mit tay + by,

missé ay, b, € R3.
Kappaleessa III tutustutaan paremmin paloittain lineaarisiin kuvauksiin.

I1.11. LAUSE. Olkoon k: S' — R? solmu. Seuraavat ehdot ovat yhtipitdvit.

(1) k on ekvivalentti lokaalisti suoristuvan solmun kanssa (mdadritelmdt I1.6 ja I1.8).
(i) k on ekvivalentti paloittain lineaarisen solmun kanssa.

(7i1) k on ekvivalentti silein solmun kanssa
Tamaéan todistamiseksi todistetan ensin Alexander-Tietzen lause.

I1.12. LAUSE (Alexander-Tietze). Olkoon B = B(x,r) = {y € R" | |z — y| < r} kuula ja
h: B — B homeomorfismi, joka on identtinen kuvaus pallon reunalla. Tdlldin h on iso-

tooppinen identtisen kuvauksen kanssa idg isotopialla, joka pitid pallon reunan paikallaan:
H f (83 X I) :idaBXI

12
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Tobistus. Taytyy rakentaa isotopia H: B x I — B x I. Maérilldén se ensin reunalla

ida(BXI)a kun z € 0B tai t = 0.

H@ED=Y @), ko1

T&am4 on jatkuva, koska oletettiin, ettd h pitdd reunan paikallaan. Kiinnitetdén piste P €
B x {0} ja jatketaan H lineaarisesti jokaisella janalla [P, (x,t)], missd (z,t) € (B x I) ja
t > 0. Toisin sanoin jos (z,t) € B x I ei ole reunalla, mutta sijaitsee janalla [P, (zo,to)] ja
(z0,to) on avaruuden B X I reunalla, niin mééritelldén
|(z, ) = (P)]
H(a:,t) =P+ m : (H($O7t0) - P)7
Huomaa, ettd kaavasta tulee yksinkertaisempi jos B = B(0,1) ja P = 0. U

Todistetaan vield yksi lemma ennen lauseen II.11 todistamista.

I1.13. LEMMA. Olkoon B = B(0,1) C R? yksikkékiekko ja p € é Tdlloin on olemassa
homeomorfismi h: B — B joka pitdd reunan paikallaan h | OB = idgp ja h(p) = 0.

TobisTus. Téssd kaytetadn samantyyppisté lineaarista jatkamista kuin edellisessé tehtéavéssa.
Madritelldén ensin h(p) = 0 ja h(x) = z, kun = € OB. Sitten jos x on miki tahansa muu
piste, niin on olemassa yksikésitteinen piste y € 9B siten ettd x sijaitsee janalla [y, p].

Maaritelldan

[z —p
h(z) = 1.
) ly —pl
O
I1.2. TEHTAVA. Osoita, ettd lemman I1.13 todistuksessa mééritelty h todella on homeo-

morfismi.

I1.3. TEHTAVA. Olkoon f: [-1,1] — R? f(x) = (y(z), z(v)), jatkuva funktio siten ett#
kaikilla € (—1,1), |(z,y(z),z(z))| < r ja f(—=1) = f(1) = (0,0). Osoita, ettd on ole-
massa kuulan B(0,7) = {z € R3 | |z| < r} homeomorfismi A itselleen, joka pit#i reunan
paikallaan, eli h | 9B = idgp, ja jolle pitee h(z,y(z), z(z)) = (x,0,0). Vikje alaviitteessd.t

Nyt voidaan todistaa lause I1.11.

LAUSEEN II.11 TODISTUS. (i) = (ii) : Oletetaan, ettd k on lokaalisti suoristuva. Valitaan
jokaiselle pisteelle 2 ympiristo B,, jossa solmu on suoristuva. Nyt {B, | = € kS'} on solmun
peite ja silld on kompaktisuuden nojalla dérellinen osapeite {Bx | z € {zo,... xn}} Fakta:
jos solmu on suoristuva ympéristossid B(z, a) ja B(y,b) C B(x,a), niin solmu on suoristuva

1Sovella lemmaa 11.13 kiekkoon B(0,1) N {(z,y, 2) | = ¢} jokaisella ¢ € [—1, 1].
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ympéristossid B(y, b). Suoristetaan solmu ympéristossi By, , sen jilkeen ympéristossi By, \
By, sitten ympéristossi By, \ Bs, U By, ja niin edelleen. Lopulta saadaan p.l.-solmu

(ii) — (iii). Oletetaan, ettd solmu on p.l. Kéyttamalla affiineja siirtoja kuten ylld, on
riittédva osoittaa, ettd funktio f: ¢ +— (¢,[t|,0) voidaan korvata kuulassa B(0,1) jatkuvas-
ti derivoituvalla funktiolla, jonka derivaatta ei ole koskaan nollavektori. T#llainen funk-
tio on esimerkiksi g: ¢ — (¢, %\/itQ + ﬁ,()). Funktio f leikkaa kuulan B(0, 1) pisteissi
(i%, %, 0). On helppo tarkistaa, ettd funkioiden f ja g arvot ja derivaattojen arvot yh-
tyvét néissi pisteissd. Lisdksi g on jatkuvasti derivoituva, eiké sen derivaatta (1, \@t,())
ole koskaan nollavektori.

Samaan tapaan kuin tehtédvésséd 11.3 voidaan néyttédé, ettd tdmé voidaan tehdé isoto-
pialla. Sivuutamme kuitenkin taskan todistuksen.

(iii) = (i) : Oletetaan, ettd solmu k: S1 — R3 on jatkuvasti derivoituva ja etti sen de-
rivaattavektorin itseisarvo on aina positiivinen. Méaritelmin mukaan tamé tarkoittaa sité,
ettd koe on derivoituva (katso méadritelméé I1.8). Koska derivaatta on jatkuva kompaktissa
joukossa ja sen itseisarvo on aina positiivinen, se saavuttaa miniminsé, joka on posiviinen.
Merkitédn sitd m = min{|(koe)'(t)| | t € I} > 0. Mééritelldén funktio h: I — R siten ettéi
h(t) on vektoreidenn (ko e)’(t) ja (1,0,0) vilinen kulma.

Viite: h on jatkuva. Perustelu. Olkoon £ > 0. Koska funktio (eok)’ on tasaisesti jatkuva
(kompakti ldhtojoukko), 16ytyy sellainen 0, etté |(eok) (to) — (eok)’(t1)| < msin(e/2), kun
|to —t1] < §. Téllsin (katso kuva 9) vektoreiden (eok)’(tg) ja (eok)’(t1) véliseksi kulmaksi
tulee pienempi kuin e, kun [tg — t1] < 9.

Léhtojoukko on jdlleen kompakti, joten h on tasaisesti jatkuva. Valitaan xg ja tg siten
ettéd (koe)(tg) = xo. Nyt 10ytyy sellainen 6y > 0 etté jos |[t—tg| < do, niin |h(t)—h(to)| < 7/4.
Nyt kuitenkin pisteen xg do-ympéristo B(zg,dp) saattaa leikata muitakin solmun kohtia
kuin missd xp on, kuten on esitelty kuvassa 8. Me haluamme kuitenkin sellainen pisteen
o ympéariston, jonka leikkaus solmun kanssa on yhtenéinen. Olkoon V' sellainen pisteen tg
avoin ympéristo ettd (ko e)[V] N B(xg,dy) on yhteniinen (Tamé 16tyy, koska k~1B(zq, do)
on avoin S'm osajoukko. Valitaan siitd joku polkukomponentti. Se on avoin ja sen kuva
on yhtendinen kuulassa B(zg, dp)).

Maééritellddn uusi funktio w: I — R siten ettd u(t) = |(k o e)(t) — zo|. Nyt joukossa
I'\ V télla funktiolla on minimi. Asetetaan 6; = min{u(t) |t € I\ V} ja § = min{do, 01 }.
Nyt B(zg,0) on sellainen xo:n ympéristd, jossa

e solmu on yhtenéinen ja jossa solmun tangentin vaihekulma muuttuu korkeintaan
/4 astetta.

14
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Kuva 9. Esimerkkikuva.

Nyt riittda osoittaa, ettd téssd ympéristossd B(xg,d) solmu voidaan suoristaa. Olete-
taan, ettd kuula sattuu olemaan zp = 0 ja § = 1 (tilannetta voidaan affiinilla siirolla muo-
kata téllaiseksi). Oletetaan myos, ettd kaksi pistettd joissa solmu leikkaa tédmén kuulan
reunan ovat (—1,0,0) ja (1,0,0).

Se, ettd kdyrin vaihekulma muuttuu korkeintaan m/4 verran johtaa siihen, ettd jo-
kaisella = € [—1, 1] on olemassa yksikésitteiset y(x) ja z(z) siten ettd tamé kdyrd kulkee
pisteen (z,y(z),z(z)) kautta. Nyt tehtdvin II.3 nojalla on olemassa kuulan B(0, 1) ho-
meomorfismi joka vie kiyrdn (z,y(z), z(x)) janalle (x,0,0), —1 < x < 1. Alexander-Tietze
lause (lause III.1) antaa meille isotopian tdmén homeomorfismin ja identtisen kuvauksen

vilille. n

Lause II.11 antaa meille mahdollisuuden tarkastella pelkéstédédn paloittain lineaarisia
kuvauksia ja olettaa oikeastaan kaikista objekteista, ettd ne ovat paloittain lineaarisia.

Kuitenkin viel& ennen kuin siirrytdéin seuraavaan aiheeseen tutkitaan hieman kaavioita.

I1.14. MAARITELMA. Olkoon k: S — R3 (p.1.) solmu. Olkoon P C R3 taso ja pr: R?® — P
ortogonaalinen projektio télle tasolle. Sanotaan, ettd solmun projektio pr ok on sddnndllinen
jos seuraavat ehdot toteutuvat

e Kuvauksella pr ok #érellisen monta singulariteettia (eli sellaista pistettd maalijou-
kossa, joiden alkukuva ei ole yksikésitteinen).



II. SOLMUT JA NIIDEN EKVIVALENSSI.

e Jokainen singulariteetti on tuplapiste (siind tdsmilleen kaksi pistettd kuvautuu
yhdeksi).
e Singlariteettejé ei ole solmun kulmapisteissé.

Saannollistd solmun (tai punoksen) projektiota kutsutaan solmun varjoksi.
Solmukaavio on solmun varjo sellaiselle tasolle P, joka ei leikkaa solmua ja jonka singu-
lariteetteihin on lisdtty informaatio siitéd, kumpi kahdesta pisteestd on kauempana P:sti.

I1.15. LAUSE. Jokainen kesy solmu voidaan esittid solmukaaviona ja jokainen punos pu-

noskaaviona.

TobisTus. Olkoon k: S' — R3 p.l.-solmu. Jokaista pistetti s € S? C R? vastaa sen
normaalitaso Py = {(z,y,2) € R3| (z,y, 2) - s = 0}. Osoitetaan etti

A = {s € S% | solmun projektio tasolle Py ei ole sizinnollinen}

on ddrellinen yhdiste suljetuista kaarista, eli nollamittainen.

Jos projektio ei ole sddnnollinen, tdytyy jonkun kolmesta séédnnollisyysehdosta rikkou-
tua. Oletetaan, ettd projektiossa on #drettomésti singulariteetteji. Koska janapareja on
solmussa adrellisesti, tarkoittaa tdma sité, ettéd voidaan valita kaksi janaa, jotka kuvautu-
vat padlekkdin pidemmén matkaa, eli ne projisoituvat samalle suoralle ja niiden projektiot
leikkaavat. Nyt vaistdmétta toisen janan kulmapiste kuvautuu toisen janan projektiolle.

Riittad siis tarkastella tapausta, jossa kulma kuvautuu toiselle janalle ja tapausta, jossa
kolme tai useampi pistettd kuvautuvat samalle.

Osoitetaan, ettd joukko

Sy = {s € §? | kulmapiste kuvautuu janalle, projektiotason ollessa P,}.

on yhdiste janojen projektioista pallon pinnalle. Oletetaan ensin, ettd z # a ja x # b.
Miritellizin funktiot i : [a,b] — S? niiin: jos y € [a, b], niin
aa'(y):ﬁjaaa:—aa'.
Koska a(j)c(y) on riippumatta pisteestd y pisteiden y,a,b virittdméan tason suuntainen,
siséltyvat funktioiden a(jf kuvat yhteen isoympyréédn. Koska ndméa kuvaukset ovat liséksi
jatkuvia, ndmé kuvat ovat yhtenéisié, eli muodostuvat janojen projektioista pallon pinnal-
le S2. Selvisti my6s jos s ei ole funktioiden a§ jommassa kummassa kuvajoukossa, niin x
ei projisoidu janan [a, b] projektiolle projisoidessa tasolle Ps.
Oletetaan, ettd [z,y] ja [a,b] ovat janoja ja x = a. Mutta nyt jos  projisoituu janalle
[a,b], tarkoittaa se sitd, ettd b projisoituu janalle [z,y| ja y # b # z, eli timi tapaus

16
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palautuu edelliseen. Koska pareja (kérkipiste, jana) on p.l.-solmussa aérellisen monta, on
So adrellinen yhdiste suljetuista isoympyroiden osajoukoista (kaarista).
Tarkastellaan seuraavaksi joukkoa

{s € S? | kolmen janan projektiot tasolle P leikkaavat yhdessi pisteessi}.

Jos joidenkin kahden niisté janoista (olkoon ne [a, b], [c,d] ja [e, f]) projektiot ovat saman-
suuntaiset, niin ongelma palautuu aikaisempaan. Oletetaan, ettéd janojen projektiot ovat
erisuuntaiset (silloin my®os itse janat ovat keskenééin erisuuntaiset). Koska janojen projek-
tiot kuitenkin leikkaavat, eivat mitk&dan kaksi niistd voi olla keskendédn samassa tasossa
eivitkd perdkkiisid janoja solmussa, silla muuten niiden projektiot leikkaisivat kulmapis-
teessi ja tdmé jélleen palautuu edelliseen tapaukseen.

Jos x,y, 2z € R3 ovat s.e. x —y,x — z ovat lineaarisesti riippumattomia, niin merkitién
pisteiden z,y kautta kulkevaa suoraa L, ja pisteiden z,y, 2 kautta kulkevaa tasoa Tj,..
Miiritellisin kuvaus o : [a,b] — S? seuraavasti. Olkoon = € [a,b]. Vektorit ¢ — z,d — x
ovat lineaarisesti riippumattomia. Koska [e, f] ei ole tasossa Ty.q (muuten se olisi samassa
tasossa [c,d]:n kanssa), suora Scs leikkaa tason T,.q tésmélleen yhdessd pisteessé; olkoon
tdmé piste y. Piste v mé#rdd siis yksikésitteisen suoran S, joka kulkee sekd suoran Ser

\i:zl . Niin saadaan kaari

52:n pinnalle, nimittiin kuvaus a on jatkuva injektio ja sen lihtdjoukko on homeomorfinen

ettd suoran S.q kautta. Olkoon «(x) tdmén suoran suuntavektori

yksikkovilin kanssa. Injektiivisyys seuraa siitd, ettd kahta eri pistettd =, 2’ € [a, b] vastaavat
tasot Tyeq ja Tyeq ovat eri, silli muuten [a, b] ja [c, d] olisivat samassa tasossa. O

I1.16. MAARITELMA (Reidemeister [15]). Olkoon D solmu- tai punoskaavio. Sanomme,
ettd kaavio D’ on saatu kaaviosta D Reidemeisterin siirrolla, jos kaaviot yhtyvit muuten
(ovat tdsmaélleen samat) paitsi yhden kiekon sisélld ja tdmén kiekon sisélld on tapahtunut

yksi seuraavista muutoksista:

Qq :

IO
RO

!

Qg!
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Sanomme, etti solmukaaviot D ja D’ ovat Reidemeister-ckvivalentteja, jos toinen on saatu

toisesta soveltamalla &dérellisen monta kertaa siirtoja €21, Qg ja (3.

I1.4. TEHTAVA. Osoita, etti relaatio D on Reidemeister-ekvivalentti D' :n kanssa on ekvi-

valenssirelaatio kaavioiden luokassa.
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III Paloittain lineaarinen kategoria.

II1.1. Simplisiaaliset kompleksit.

ITI.1. MAARITELMA. Joukko K on abstrakti simplisiaalinen kompleksi jos K on kokoelma
darellisid joukkoja siten ettd jos S € K ja A C S, niin A € K. Yhté téllaista joukkoa S
kutsutaan kompleksin K simpleksiksi. Jos K' C I on my6s simplisiaalinen kompleksi, niin

sanotaan sitd alikompleksiksi.

Simplesiaalisen kompleksin I dimensio on suurimman joukon A € K koko. Jos suurinta
ei ole, dimensio on co. Jos simplesiaalisen kompleksin dimensio on n, kutsutaan sité lyhyesti

n-kompleksiksi.
II1.2. MAARITELMA. Geometrinen n-simpleksi on joukon
{(z1,...,anp1) €M |21+ + g =1}
affiini kuva. Simpleksin
A:{(z1,.. . zpp) € 2+ 42y =1} = R™
sivu on n — k-simpleksi (k < n)
A=A {(x1,. 1) €M 2+ F =1 & 2y = -+ = 2y, = 0},

missd {n; | 1 < i < k} on k kokoinen osajoukko joukosta {1,2,...,n}, eli k kappaletta
koordinaatteja laitetaan nollaksi. Helposti ndhdéaéin, ettd sivu on myos simpleksi.
Geometrinen simplisiaalinen kompleksi G on joukko simplekseja avaruudessa R"

{A;]|i€ A},
missé A on numeroituva (mahdollisesti dérellinen) ja
(1) jos Aj,Aj € G, niin A;NA; on joko tyhja tai simpleksien A; ja A; yhteinen sivu,
(2) jos A; € G ja A on simpleksin A; sivu, niin A € G.

(3) jokainen kuula B(z,r) C R" leikkaa vain #érellisen monta simpleksié.

Dimensio mééritelldéin vastaavasti kuin abstratkilla simplisiaalisella kompleksilla: geo-

metrisen simplisiaalisen kompleksin G dimensio on suurin n, jolla n-simpleksi esiintyy G:ssé
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Geometrisesté simplisiaalisesta kompleksista G saadaan abstrakti simplisiaalinen komplek-

si seuraavasti:
K ={S | S on simpleksin A 0-sivujen joukko jollakin A € G}.

T#lloin sanotaan, ettd G on K:n reaalisaatio ja G on topologisen avaruuden | J G triangulaa-
tio. Sanotaan, ettd X on trianguloituva, jos se on homeomorfinen jonkun avaruuden kanssa,

joka on muotoa | JG. Tietysti samalla avaruudella voi olla monta erilaista triangulaatiota.

I11.3. MAARITELMA. Geometrinen simplisiaalinen kompleksi G on geometrisen simplisiaa-
lisen kompleksin G’ hienonnus, jos jokainen n-simpleksi s € G’ on yhdiste n-simplekseisté
80y.-y8n €G s =50U---Usy, jalUG=UG".

II1.4. MAARITELMA. Olkoot G ja G’ geometrisié simplisiaalisia komplekseja. Simplisiaali-
nen kuvaus on sellainen kuvaus f: (JG — |J G’ geometristen simplisiaalisten kompleksien
G ja G’ vililla, ettd jos A € G on n-simpleksi, niin f | A on affiini ja fA on n-simpleksi
€ ¢'. Kuvaus f: [JG — UG’ on paloittain lineaarinen (p.l.), jos se on simplesiaalinen
kuvaus jostain G:n hienonnuksesta johonkin G’:n hienonnukseen.

ITL.5. LAUSE. Olkoon G geometrinen simplisiaalinen kompleksi siten ettc |JG C R™.

Tdlloin on olemassa avaruuden R™ triangulaatio, jonka alikompleksina on G:n hienonnus.

TobisTus. Induktiolla luvun n suhteen. Oletetaan, ettd n = 1. Kompleksin méaritelmésta
seuraa, ettd kompleksin G 0-simpleksit muodostavat diskreetin joukon. Jos tdmé joukko on
ddrellinen tai alhaalta/ylhdaltéd rajoitettu, niin voidaan laajentaa sité siten, ettd ne voidaan
indeks6idé kokonaisluvuilla seuraavasti:

r<a3<ag<a1<a<a<ax<az<---,
missd {a, | n € Z} on 0-simpleksien joukko. Téll6in

{lan, ant1] | n € Z}

on avaruuden R triangulaatio jossa on 1- ja 0-simpleksejd ja jokainen 1-simpleksi joko on
myo0s G:ssé tai leikkaa sitéd vain péddtepisteissdan.

Olkoon viite todistettu, kun n = k ja todistetaan se tapauksessa n = k + 1. Jokais-
ta G:n m-simpleksis, (m < k + 1) kohti lisitdan R¥*1:n hypertaso (= RF), joka sisiltii
témén simpleksin. Jokainen tillainen taso jakaa avaruuden R*+! kahteen konveksiin jouk-
koon — tason ”yldpuoli” ja ”alapuoli”. Konveksien joukkojen leikkaus on konveksi, joten
kun avaruudesta R*+1 poistetaan naméi kaikki tasot, niin jiljelle jadvit yhtengiset kompo-
nentit ovat konvekseja avoimia joukkoja. Trianguloidaan induktio-oletuksen avulla jokai-
nen niisti tasoista siten ettd tasojen &dérelliset leikkaukset tulevat myos trianguloiduiksi



21

III. PALOITTAIN LINEAARINEN KATEGORIA.

ja muodostavat alikomplekseja. Talloin mainittujen avoimien konveksien joukkojen reu-
nat ovat k-komplekseja. Olkoon X C R**! yksi téllainen konveksi joukko, jonka reuna on

k-kompleksi G’. Télloin X :n voi trianguloida valitsemalla P € )% ja asettamalla
G"=G¢ u{(Pai,...,an-1) | (a1,...,an_1) € G}.

Lopputuloksena on koko R¥*1:n triangulaatio, joka sisiltiis alkuperiisen kompleksin hie-

nonnuksen. 0
II1.1. TEHTAVA. Etsi avaruuden S® direllinen triangulaatio.

II1.2. TEHTAVA. Etsi avaruuden R? triangulaatio, joka sisdltid koordinaattisuorat ali-
komplekseina.

IT1.3. TEHTAVA. Osoita, ettéd jos avaruus on trianguloituva #érelliselld kompleksilla, niin

se on kompakti.

II1.6. SEURAUS. Olkoon £ > 0. Avaruudet S®, R? ja S' ovat homeomorfisia sellaisten
stmpliittisten kompleksien kanssa, joiden simpleksien halkaisijat ovat pienempid kuine. [

II1.7. SEURAUS. Jokainen kesy solmu voidaan esittid simplisiaalisena kuvauksena S' —

S3, missi S ja S ovat esitetty sopivina simplisiaalisina komplekseina. O

IT1.8. MAARITELMA. Olkoon s 2-simpleksi ja vg, v1,vs sen kérjet. Simpleksin s suunnis-
tus on bijektio o: {vg,v1,v2} — {0,1,2}. Kaksi suunnistusta o; ja o2 ovat ekvivalentit,
jos on olemassa sellainen syklinen permutaatio p: {0,1,2} — {0,1,2}, ettd o = p o 09.
(Syklisia permutaatioita on kolme: identtinen, (0,1,2) — (1,2,0) ja (0,1,2) — (2,0,1)).
Ei-ekvivalentteja suunnistuksia on siis kaksi kappaletta.

IT1.9. MAARITELMA. Simplisiaalinen kompleksi on kompakti n-monisto, jos se on aérellinen
ja sen jokainen (n — 1)-simpleksi on tésmilleen kahden n-simpleksin reuna. Se on reunalli-
nen (kompakti) n-monisto, jos jokainen (n — 1)-simpleksi on tdsmélleen yhden tai kahden
n-simpleksin reuna. Kompakti 2-monisto on suunnistuva, jos sen 2-simplekseille voidaan
valita sellaiset suunnistukset, ettd seuraava pétee: Jos s; = (v, v1,v2) ja s2 = (vi,v2,v3)
ovat 2-simpleksejé, joilla on yhteinen reuna (v1,v2) ja 01 on simpleksin s; suunnistus ja o9
simpleksin s9 suunnistus, niin tdytyy pétei

01(v2) — 01(v1) = 02(v1) — 02(v2) mod 3.
Toisin sanoin suunnistusten pitdd tdsmétéa kuten kuvassa 10 on esitetty.

II1.10. ESIMERKKI. Mobius-nauha ei ole suunnistuva, mutta S? ja S' x S' ovat.
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a\ /0

Kuva 10. Simpleksien koherentti suunnistus.

II1.11. MAARITELMA. Olkoon h: R3 — R3 simplisiaalinen homeomorfismi, missi R? on
seké lahto- ja maalipuolella esitetty sopivina simplisiaalisina komplekseina. Olkoon s C R3
lahtopuolen triangulaation 3-simpleksi. Tieddmme, ettd h | s on affiini. Olkoon se muotoa
Az + b, missi A on 3 x 3-matriisi ja b € R3. Sanomme, ettd h on suunnansdilyttivd, jos

tdmén matriisin determinantti on (kaikilla simplekseilld s) positiivinen.

I11.12. LEMMA. Olkoon H: R3 x I — R3 x I sellainen isotopia, etti H | R® x {0} on

suunnansdilyttivi homeomorfismi. Silloin myés H | {1} on.

TopisTus. Tarkastellaan mielivaltaista 3-simpleksii s C R? ja olkoon A; matriisi, joka
vastaa affiinikuvausta H | s x {t}. Tiedimme, ettd det: R3*3 — R on jatkuva ja H on
jatkuva, mistd seuraa, ettd t — A; on jatkuva. Siispd t — det A; on jatkuva ja lisdksi
tieddmme, ettd det Ag > 0. Jos nyt olisi det A; < 0, niin Bolzanon lauseen nojalla pitéisi
jollakin t olla det A; = 0. Tédméi on kuitenkin ristiriita sen kanssa, ettd H | R3 x {t}
on homeomorfismi kaikilla ¢, silld affiinikuvaus muotoa Ax + b, missd A on singulaarinen
matriisi, ei ole injektio. O

Téssd vaiheessa voisimme muotoilla Alexanderin ja Tietzen lauseen uudestaan p.l.-
kategoriassa. Nimittdin jos lauseessa B korvataan simplisiaalisena kompleksina, joka on
homeomorfinen B:n kanssa, niin lauseen todistuksesta saadaan p.l.-isotopia.

II1.13. LEMMA. Olkoon h: R?® — R® suunnansdilyttivi p.l.-homeomorfismi. Tdalloin on
olemassa identtisen kuvauksen kanssa p.l.-isotooppinen p.l.-homeomorfismi h': R? — R3
siten ettd h' o h pitdid yhden 3-simpleksin paikallaan. Toisin sanoin on olemassa sellainen
3-simpleksi s C R3, etti (B’ o h) | s = ids.

TopISTUS. Rakennamme ensin homeomorfismin hg, sitten hq, ho ja hg niin ettd ' = hz o
hgaohy o hg on vaadittu homeomorfismi. Olkoon Py € s C R? piste 3-simpleksin s sisuksessa.
T4ll6in on olemassa (polkuyhteniisyyden takia) sellainen jono 3-simpleksejé s, . . ., S, etti
s = s, h(Pp) on simpleksin s, sisuksessa ja simplekseilld sp ja spi1 on yhteinen 2-sivu
kaikilla k£ € {0,...,n—1}. Jos sattuu olemaan s,, = s, niin kiyttamalld Alexander-Tietzen
lausetta , dskeistd huomautusta ja lausetta seuraavaa lemmaa , 16yddmme isotopian, joka
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pitdd simpleksin s ulkopuolen paikallaan ja siirtdd pisteen h(FPp) pisteeseen Py. Jos taas
n = 1, niin sg U s1 muodostavat joukon, joka on homeomorfinen suljetun kuulan kanssa
ja voimme siirtdéd pisteen sen sisélla néilld samoilla tiedoilla. Jos n = 2, niin siirretdén
ensin h(Py) simpleksistd so simpleksiin s; ja sitten sieltd simpleksiin sg. Néin jatkamalla
induktiolla saadaan vaite kaikille n. Olkoon nyt hg siis homeomorfismi, joka siirtda pisteen
h(Pp) pisteeseen Py ja joka on isotooppinen identtisen kuvauksen kanssa. Nyt hg o h on
homeomorfismi, joka pitdé pisteen Py paikallaan.

Samanlaista argumenttia kdyttien 16ydetddn identtisen kuvauksen kanssa isotooppinen
homeomorfismi h; niin, ettd kuvauksessa hj ohgoh pysyy 1-simpleksi (P, P;) paikallaan ja
lopulta ho niin, ettd ho o hq o hg o h pitéé 2-simpleksin paikallaan. Seuraavaksi pitai tehdi
viimeinen ilmeinen askel, eli 16ytéé sellainen hg, ettd hs o hg o hy o hg o h pitdd 2-simpleksin
paikallaan; téssé tarvitaankin sitéd oletusta, etté alkuperédinen homeomorfimsi oli suunnan
sailyttiava. Edellisen lemman nojalla my6s hg, h1 ja ho ovat, eli kuvaus ho o hy o hg o h
on suunnan siilyttivi myos. Olkoon s? se 2-simpleksi, jonka ho o hy o hg o h pitéi pai-

3:n se kérkipiste, joka ei

3

kallaan ja s3 sellainen 3-simpleksi, jonka sivuna on s?. Tilléin s

2 n sisalla

ole s?:n kirkipiste kuvautuu s:n médrddmin tason samalle puolelle. Muuten s
olevalla lineaarikuvauksella olisi yksi negatiivinen ja kaksi positiivista ominaisarvoa. Line-
aarialgebrasta tieddmme, etté silloin determinantti on negatiivinen. (Perustelu: Matriisin
A ominaisarvot ovat polynomin det(A — Ix) nollakohdat (I on yksikkématriisi). Kun ky-
seessd on 3 X 3-matriisi, téstd tulee kolmannen asteen polynomi, jonka johtavan termin
kerroin on —1, eli polynomin kuvaaja kulkee néin: \ "\,. Jos télld polynomilla on kaksi

positiivista ja yksi negatiivinen nollakohta, niin selvésti det(A) = det(A—1-0) <0.) O

I11.14. MAARITELMA. (Kombinatorinen ekvivalenssi.) P.l.-solmu k on saatu AT-muunnoksella
p.lsolmusta k' jos k:n virittavét Po,...P,, k'n virittavit Fy,... P} ; ja on olemassa i,
0 <i<n (josi=0 tai i =n vol muuttaa numerointia sopivasti) siten ettd

e Py=Fy,...P,1=P_|,P=PF_,... P, =Pyy1.

e Kolmion P/ ;, P/, Pi; lépi el mene yksikééin solmun janoista.
Solmuun on siis lisdtty yksi piste kahden pisteen P;_; ja P; vilille ja muutettu solmun
kulkua menemi#n sen pisteen kautta, katso kuva 11. Jos solmu k on saatu solmusta k’
AT-muunnoksella, niin sanotaan, etti solmu &’ on saatu solmusta k¥ A~ -muunnoksella. Jos
solmu on saatu toisesta jommalla kummalla muunnoksella, niin sanotaan, ettd se on saatu
yksinkertaisesti A-muunnoksella. Sanotaan kombinatorisia solmuja toistensa kanssa kombi-
natorisesti ekvivalenteiksi jos toinen on saatu toisestd ddrelliselld mairalla A-muunnoksia,
eli on olemassa solmut ko, k1 ..., k,_1, k, siten ettd kg = k, k, = k' ja k;;1 on saatu k;:sti
A-muunnoksella.
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u.-.-uq-u-u---‘rl‘

Kuva 11. A-muunnos.

II1.15. LAUSE (Reidemeister). Kesyille solmuille K ja K' seuraavat ehdot ovat yhtdipitivit:

n olemassa suunnistuksen sdilyttdvd homeomorfismi h: R® — R® siten ettd h o

1) On ol stuk; iilyttivi h , h: R® — R? siten ettd h
K =K.

(2) K ja K' ovat ympiristiisotooppisia

(3) K ja K' ovat kombinatorisesti ekvivalentteja

(4) K ja K' ovat Reidemeister-ekvivalentteja.

TobisTus. Oletamme, ettd solmut ovat paloittain lineaarisia.

(1) = (2) : Ollaan S3:ssa. Osoitetaan ensin, ettd h voidaan valita niin, etti se pitii
3-simpleksin paikallaan. Sitten sen komplementissa voidaan kayttad Alexander-Tietzen
lausetta.

(1) = (3) : Kuten edelld, osoitetaan, ettd h voidaan valita niin, ettd se pitdd 3-
simpleksin paikallaan. Sitten osoitetaan, ettd solmua voi siirtdd A-siirroilla tdmén simplek-
sin sisélle. Nam# A-siirrot muodostavat simplisiaalisen kompleksin K. Téllon AJXC on simpli-
siaalinen kompleksi, joka vie (ajatellaan A-siirtoja simpleksejid pitkin) solmun tdmén 3-
simpleksin sisiltd solmulle K.

(3) = (4) : Ensin téytyy osoittaa, ettd jos sama solmu projisoidaan kahdelle eri tasolle,
niin ndmé kaaviot ovat kesken#in Reidemeister-ekvivalentteja. Tasot vastaavat (normaali-)
vektoreita pallon S? pinnalla. Olkoon annettu kaksi tillaista normaalivektoria. Valitaan nii-
den vilinen polku, joka on yleisesséd asemassa niihin janoihin ndhden, joissa projektio ei ole
sdannollinen. Kuljettaessa téta polkua pitkin valillda mennéén tillaisen "kielletyn” janan yli.
Helposti ndhdéin, ettd ne vastaavat jotain kolmesta Reidemeister-siirrosta. Hienontamalla
solmua (lisddmé&lld murtoviivaan kulmia) ja hienontamalla A-siirtoja, voidaan redusoida
tilanne sellaiseksi, ettd solmukaaviossa yhden A-siirron méiriadmén kolmion sisélld on aina
vksi tai nolla risteystéd ja tdmé kolmio leikkaa korkeintaan. Téllaiset vastaavat............

(2) = (1) : Olkoon H ympiristéisotopia. Téllsin H | R? x {1} on vaadittu homeomor-

fismi. Pitda todistaa, etté se siilyttad suunnan.
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(4) = (3) : (Melkein) selvio.
(3) = (1) : Lemma IL.3...
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IV Solmuinvariantteja.

Olemme mééritelleet milloin kaksi solmua ovat samat. Siispid sen todentamiseksi, etté
kuvaukset k: S1 — R? ja k’: S! — R? esittéiviit samaa solmua meidin téytyy: 16ytis
ympéristoisotopia niiden valilld, keksid R3:n suunnan siilyttiva homeomorfismi joka vie
toisen toiselle tai keksid niiden projektioille Reidemeister-vastaavuus tai joku muu ekviva-
lenteista tavoista.

Mutta emme ole vieléd kehitténeet yhtakadan menetelméd sen todistamiseksi, etté tallaista

ekvivalenssia ei ole olemassa, eli k ja k' ovat eri solmuja.

IV.1. MAARITELMA. Olkoon K kaikkien upotusten f: S — S2 joukko. Funktio F': K — A
on isotopiainvariantti tai solmuinvariantti jos kaikille keskenéén ekvivalenteille solmuille

ko, k1 pétee F(ko) = F(ky).

Kurssilla Solmuteoriaa kombinatorisest: tutustuimme kaavioiden Reidemeister-invariantteihin.
Lauseen II1.15 nojalla ndmé& invariantit ovat myos isotopiainvariantteja. Talla kurssilla tu-

tustumme solmujen ja punoksien topologisesti méaériteltdviin invariantteihin.

IV.1. Alkusolmut.

Joudumme valitettavasti jattdmé&dan todistamatta joitakin kombinatorisen piendimen-
sionaalisen topologian tunnettuja tuloksia. Yksi néistd on

IV.2. LAUSE (Alexander-Schonlies). Olkoon F: S? — R3 p.1. upotus. Silloin R? = B1U By
siten etti By N By = OBy = 0By = F[S?] ja By ~ B(0,1) ja By ~ B3\ B(0,1).

Olkoon k: S — R3 solmu ja F: S? — R3 upotus niin ettd k[S'] N F[S?] = {zg,y0},
eli pinta F[S?] leikkaa solmua tismilleen kahdessa pisteessi. Alexander-Schonflies lauseen
nojalla on mielekiistd puhua pinnan F[S?] sisi- ja ulkopuolesta. Olkoon By siséipuoli ja By
ulkopuoli. Nyt pisteet ¢ ja yo voi yhtistiid kiyrilld a, joka kulkee pinnalla F[S?]. Silloin
tuloksena on kaksi solmua: (a U k[S’l]) N B ja (a U k:[Sl]> N By. Merkit#sin niitd solmuja
vastaavasti k1 ja ko. Téllaisessa tilanteessa merkitaén:

k = ko#tka
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ja kutsutaan solmua k solmujen kg ja ki kompositioksi.

IV.3. HuoMAUTUS. Solmut voi my6s mééritelld n.s. pitkiné, eli sellaisina upotuksina
p: R — R3, etti jollakin 7 > 0 pitee V(x| > 7 — p(x) = (z,0,0). Nami vastaavat intui-
tiivisesti narua, joka voi olla solmussa vélillda —r < & < r. Néille solmuille voi mééritelld ja
todistaa kaikki jutut, mitkd tdhén asti ollaan méaéritelty ja todistettu tavallisille solmuil-
le. Pienid eroavaisuuksia néiden teorioissa kuitenkin on. Miten méérittelisit komposition

néille solmuille?

Solmut muodostavat laskutoimituksen # kanssa additiivisen ja vaihdannaisen monoi-
din.

Voidaan pohtia seuraavaa kysymysti. Olkoon K epétriviaali solmu. Onko olemassa sol-

mua K’ jolle pitisi K#K' = ? Onko siis olemassa ”ké#nteissolmuja”? Vastaus tdhin
on kielteinen. Sen todistamiseksi riittda 1oytdd solmuinvariantti I, joka saa arvoja luonnol-
lisissa luvuissa, on additiivinen ja tunnistaa triviaalisolmun, eli jos K ja K’ ovat solmuja
niin pétee

(1) I(K) eN

(2) I(K#K') = I(K) + I(K')

3) I(K)=0 «—= K =

Nimittiin jos nyt K ja K’ ovat epétriviaaleja solmuja, niin kohdan (3) mukaan I(K)+
I(K') > 0. Toisaalta kohdan (2) mukaan téstd seuraa, ettd I(K#K') > 0, eli kohdan (3)
mukaan kompositiosolmu ei voi olla triviaali.

Frés téllainen invariantti on olemassa, solmun genus.

IV.4. MAARITELMA. Solmu K on alkusolmu jos ei ole olemassa epétriviaaleja solmuja K
ja Ko siten ettd K = K1#Ko.

Genuksen avulla voidaan todistaa myos seuraava:

IV.1. TEHTAVA. Todista kdyttdmalld invarianttia I joka toteuttaa ehdot (1) — (3), etté

(a) jos I(k) = 1, niin k on alkusolmu.
(b) jokainen solmu K voidaan yksikésitteisesti esittdd alkusolmujen kompositiona
K = Kot - #K,.

Avautuvuusluku u ja ristiinmenoluku ¢ voidaan mééritelld seuraavasti: u(k) on pienin

mairé singulariteettejd, mitd homotopialla v ~ O voi olla. Singulariteetti on piste, jonka
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alkukuva on yksittd suurempi. ¢(k) on pienin méiird singulariteettejd, mitd solmun pro-
jektiossa voi olla. Selviisti néille ehdot (1) ja (3) toteutuvat. Niiden additiivisuus on avoin

ongelma.
AVOIN ONGELMA. Onko avautuvuusluku additiivinen u(K#K') = u(K) + u(K')?
AVOIN ONGELMA. Onko ristiinmenoluku additiivinen ¢(K#K') = ¢(K) + ¢(K')?

IV.5. ESIMERKKI. Esimerkkeji avautuvuus- ja ristiilnmenoluvuista. Kombinatoriset vasti-

neet.

Seuraavaksi méadrittelemme invariantin, joka toteuttaa ehdot (1) — (3).

IV.2. Seifertin pinnat.

IV.6. MAARITELMA. Olkoon k solmu ja F C R? reunallinen yhteniinen suunnistuva 2-
monisto. Jos OF = k[S!], niin monistoa F kutsutaan solmun k Seifertin pinnaksi ja etts

pinta F' virittdd solmun k.
IV.7. LAUSE. Jokaisella solmulla on Seifertin pinta.

TobisTus. Tamé todistus perustuu Herbert Seifertin antamaan algoritmiin [18], jonka
avulla Seifertin pinnan voi rakentaa. Aiemman todistuksen asialle ovat antaneet Frankl ja
Pontrjagin artikkelissa [7]. O

IV.8. MAARITELMA. Olkoon G 2-ulotteinen simplisiaalinen kompleksi. Olkoon Fg 2-simpleksien
lukumaééra (face), Fg 1-simpleksien lukumé&éré (edge) ja Vg 0-simpleksien lukumééra (ver-
tex). Kompleksin Eulerin karakteristika on vuorotteleva summa

X(G) = Fg — Eg + Vg.

(Yleisemmin kompleksille Eulerin simpleksille mééritelldén vuorottelevalla summalla ) (—1)" Ay,

missd A, on n-simpleksien lukumééra.)

IV.2. TEHTAVA. Eulerin karakteristika siilyy hienonnuksessa, eli jos G on G’:n hienonnus,
niin x(G) = x(g").

IV.9. SEURAUS. Jos kompleksit G ja G' ovat sellaisia, etti |JG ~ |JG (p.l. homeomor-
fismilla), niin x(G) = x(G").

ToDISTUS. Selvisti jos on olemassa simplisiaalinen homeomorfismi G — G’, niin se séilyttis
FEulerin karakteristikan. Toisaalta FEulerin karakteristika séilyy hienonnuksessa ja p.l. ho-

meomorfismi on mééritelmén mukaan simplisiaalinen kuvaus hienonnusten vélilla. O
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IV. SOLMUINVARIANTTEJA.
Tama antaa mahdollisuuden méaritella:

IV.10. MAARITELMA. Trianguloituvan topologisen avaruuden Eulerin karakteristika on

sen triangulaation Eulerin karakteristika.

IV.11. MAARITELMA (Handle body, kahvakappale). Méaritellaéin 3-ulotteinen yksikkokuula
0-kahvaiseksi kappaleeksi. Oletetaan, ettd n-kahvainen kappale on méairitelty. Olkoot sq ja
s1 simpleksejd n-kahvaisen kappaleen pinnalla ja s abstrakti 2-simpleksi. Liimataan lierio
s x I n-kahvaiseen kappaleeseen niin, ettd s x {0} samaistetaan so:n kanssa ja s x {1} sa-
maistetaan si:n kanssa. Niin saadaan (n+ 1)-kahvainen kappale. Olkoon g € N. Kutsutaan

g-pinnaksi g-kahvaisen kappaleen reunaa.

IV.12. ESIMERKKI. Torus S' x S on homeomorfinen 1-pinnan kanssa. Jos otetaan kaksi
torusta, poistetaan niistd molemmista yhksi 2-simpleksi ja liimataan torukset poistettujen
simpleksien reunaa pitkin, saadaan pinta, joka on homeomorfinen 2-pinnan kanssa kanssa.

Lukua g kutsutaan g-pinnan genukseksi (eng. genus).
Seuraava lause joudutaan jattdd todistamatta.

IV.13. LAUSE. Olkoon M trianguloituva kompakti yhtendinen orientoituva 2-monisto. Sil-

loin se on homeomorfinen g-pinnan kanssa jollakin g € N. O

Todistuksen voi loytdéd esimerkiksi kirjassa [13].
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