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Tiivistelm�a. Valinta-aksioomasta seuraa, ett�a Leb(R) ( P(R), eli on olemassa

ep�amitallisia joukkoja. T�ass�a esitelm�ass�a n�ahd�a�an, ett�a ylinumeroituva valinta-

aksiooma on t�ah�an v�altt�am�at�on: korvaamalla valinta-aksiooma determinoituvuu-

den aksioomalla voidaan todistaa

� numeroituva valinta-aksiooma

� Leb(R) = P(R).

1. Peleist�a

T�ass�a esitelm�ass�a peli G(A;W ) on pari (A;W ), miss�a A on mik�a tahansa joukko

ja W � AN = ff j f : N ! Ag on voittojoukko. Pelin siirrolla n pelaaja I valitsee

ensin jonkun alkion an 2 A ja sitten pelaaja II valitsee alkion bn 2 A. Pelaaja

II voittaa pelin G(A;W ) jos jono (a0; b0; a1; b1; : : : ) on voittojoukossa W . Muuten

pelaaja I voittaa.

Pelaajan II strategia on funktio �, joka saa arvokseen joukon A alkioita ja jonka

argumentteja ovat �a�arelliset joukon A jonot (pelaajaan I tekem�at siirtosarjat):

� : [1n=1 A
n ! A:

Vastaavasti pelaajan I strategia on funktio

� : [1n=0 A
n ! A:

Strategia on voittostrategia mik�ali pelaaja voittaa pelin aina noudattamalla t�at�a

strategiaa.

Peli on determinoitu jos jommalla kummalla pelaajalla on voittostrategia.

1.1. Esimerkki. Olkoon W 0 � [0; 1] � R, A = f0; 1; : : : 9g ja

W = f(an)
1
n=0 j 0; a0a1a2 � � � 2W 0g:

Pelaajat siis valitsevat vuorotellen reaaliluvun desimaaleja. Pelaaja II pyrkii osu-

maan joukkoon W 0 ja pelaaja I puolestaan joukkoon [0; 1] nW 0.

Nyt
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� Jos [0; 1] n W 0 sis�alt�a�a avoimen v�alin (1=10; 2=10), niin pelaajalla I on

helppo voittostrategia: jokaisella siirrolla h�an pelaa luvun 1. Lopullinen

luku on t�all�oin v�aist�am�att�a v�alin (1=10; 2=10) sis�all�a. Eli �(x) = 1 kaikilla

x 2 [nAn on pelaajan I voittostrategia.

� Jos [0; 1] nW 0 on numeroituva, niin pelaajalla II on voittostrategia: H�an

numeroi t�am�an joukon [0; 1] nW 0 = fqi j i 2 Ng ja diagonalisoi: siirrolla

n valitsee luvun qn n:n desimaalin. T�all�a tavalla valittu luku ei voi olla

mik�a�an n�aist�a qn. Huom: t�ass�a ei k�aytetty valinta-aksioomaa joukon nu-

meroimiseksi, sill�a oletuksena oli, ett�a joukko on numeroituva, eli on ole-

massa bijektio f : N! [0; 1]nW 0. Samoin josW 0 on numeroituva, niin I:ll�a

on voittostrategia.

� Kehitt�am�all�a n�ait�a argumentteja n�ahd�a�an esimerkiksi, ett�a josW 0 on avoin

ja W 0 = [0; 1], niin pelaajalla II on voittostrategia (esim. Cantorin joukon

komplementti).

� Oletetaan, ett�a on joku joukkoW 0 � [0; 1] siten, ett�a t�am�a peli ei ole deter-

minoitu. Yll�a olevasta seuraa mm. ett�a t�all�oin kumpikaan joukoista W 0 ja

[0; 1] nW 0 ei voi olla numeroituva eik�a edes laiha (tihe�an avoimen komple-

mentti). Itse asiassa sellainen joukko ei voi olla edes Lebesgue-mitallinen.

� Voiko t�am�a peli olla ei determinoitu? Vastaus alla.

Seuraavassa merkit�a�an N = NN

Yleistet�a�an hieman esimerkin 1.1 peli�a: Olkoon A = N ja W � N = N
N. Jos

varustetaan N tulotopologialla, niin siit�a on helppo konstruoida jatkuva bijektio

reaalilukuihin b : N ! R, mik�a k�ayt�ann�oss�a tarkoittaa reaalilukujen estt�amist�a

p�a�attym�att�om�an�a desimaalilukuna, jonka desimaalit saavat olla mit�a tahansa lu-

onnollisia lukuja (vrt. ketjumurtoluku). Topologista avaruutta N = N
N kutsutaan

Bairen avaruudeksi (the Baire space - eri asia kuin a Baire space, joka on mik�a

tahansa avaruus, jossa p�atee Bairen lause).

Determinoituvuuden aksiooma (AD). Peli G(N;W ) on determinoitu kaikilla

W � N .

2. ZF, ZFC ja ZF+AD

Ei ole tarkoitus perehty�a ZF:n aksioomiin kunnolla, t�ass�a ne kuitenkin ovat

kokonaisuuden vuoksi:

Aksioomajoukko ZF:

(i) 8x8y(8z(z 2 x, z 2 y)) x = y)

(ii) 8x[9y(y 2 x)) 9y(y 2 x ^ :9z(z 2 y ^ z 2 x))]
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(iii) Olkoon ' kaava, jossa vapaina esiintyv�at vain x; z; w1; : : : ; wn. T�all�oin seu-

raava on aksiooma:

8z8w1 : : : wn9y8x(x 2 y , (x 2 z ^ '))

(iv) 8x8y9z(x 2 z ^ y 2 z)

(v) 8F 9A 8Y 8x(x 2 Y ^ Y 2 F ) x 2 A)

(vi) Olkoon ' kaava, jossa vapaina esiintyv�at vain x; z; w1; : : : ; wn. T�all�oin seu-

raava on aksiooma:

8A 8w1; : : : ; wn[(8x 2 A9!y')) 9Y 8x 2 A9y 2 Y ']:

(vii) 9X (? 2 X and 8y(y 2 X ) S(y) 2 X))

(viii) 8x9y8z(z � x) z 2 y)

N�aist�a aksioomista voi johtaa jo hyvin paljon matematiikkaa. Muun muassa on

helppo konstruoida t�aydellinen j�arjestetty kunta. Yleens�a kuitenkin k�ayt�oss�a on hie-

man laajempi aksioomajoukko, nimitt�ain ZFC = ZF + Valinta-aksiooma.

Valinta-aksiooma (AC). Jokainen joukko voidaan hyvinj�arjest�a�a, t.s. jokaista joukkoa

A kohti on olemassa R � A � A, joka m�a�arittelee joukkoon A lineaarij�arjestyksen

s.e. jokaisella A:n osajoukolla on R-pienin alkio (hyvin j�arjestys).

T�am�a on ekvivalenttia sen kanssa, ett�a mielivaltaisella joukkoperheell�a (Xi)i2I

on valintafunktio f : I ! [i2IXi f(i) 2 Xi ja sen kanssa, ett�a mielivaltaisella joukko-

perheell�a kuten yll�a, tulojoukko �i2IXi on ep�atyhj�a. My�os tunnetusti ekvivalenttia

Zornin lemman ja Tychonovin lauseen kanssa.

Seuraavassa on joitain faktoja. Jos T on aksioomajoukko, niin merkit�a�an Con(T)

lausetta, joka sanoo, ett�a T on ristiriidaton.

� G�odel: mist�a�an ristiriidattomasta aksioomajoukosta ei voi todistaa, ett�a se

askioomajoukko itse on ristiriidaton, eli

T ! Con(T ) () T on ristiriitainen

� T�ast�a huolimatta voidaan todistaa: Con(ZF)!Con(ZFC) ja Con(ZF)!Con(ZF+:AC)

� AD ! :AC, mutta AD implikoi AC:n numeroituville joukoille.

� Con(ZF+AD)!Con(ZFC)

Viimeinen implikoi, ett�a AD:t�a ei voi todistaa ZFC:st�a eik�a ZF:st�a (mi�ak�ali n�am�a

ovat ristiriidattomia). Toiseksi viimeinen on helppo todistaa diagonalisoimalla:

2.1. Lause. Valinta-aksioomasta seuraa, ett�a G(N;W ) voi olla ep�adeterminoitu.

Seuraavassa lukijalta oletetaan hieman ti�at�amyst�a ordinaaleista.
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Todistus. Kaikkia pelaajan I strategioita on yht�a paljon kuin funktioita

� :
1[
n=1

(N)n ! N;

eli kontiinumin verran: 2!. Valinta-aksiooman nojalla kaikki pelaajan I strategiat

voidaan laittaa hyvinj�arjestykseen: f�� j � < 2!g ja my�os pelaajan II strategiat:

f�� j � < 2!g. Nyt joukkoa A voi rakentaa diagonalisoimalla induktiolla. Oletetaan,

ett�a vaiheessa � on valittu joukot fx
 2 N j 
 < �g ja fy
 2 N j 
 < �g. Seuraavaksi

otetaan strategia �� ja valitaan joku y� siten ett�a y� on siirtosarja, jossa pelaaja

I on pelannut siirtoja (b0; b1; :::) ja II on k�aytt�anyt strategiaa �. (Tarvittava y�

aina l�oytyy, sill�a siirtosarjoja on 2@0 kappaletta.) Seuraavaksi taas valitaan x� sill�a

tavalla, ett�a se on siirtosarja, joka tulee pelatuksi jos II pelaa (a0; a1; a2; :::) ja I on

k�aytt�anyt strategiaa ��.

Selv�asti joukot Y = fy� j � < 2!g ja X = fx� j � < 2!g ovat erilliset ja

jokaista I:n strategiaa � kohti l�oytyy b = fb0; b1; :::g siten ett�a peliss�a, jossa II pelaa

(b0; b1; :::) strategiaa � vastaan, niin lopullinen jono on joukossa Y ja p�ain vastoin.

Siis G(N; X) ei voi olla determinoitu. �

2.2. Lause. Determinoituvuuden aksioomasta seuraa numeroituva valinta-aksiooma,

eli ett�a jokaisella numeroituvalla perheell�a reaalilukujoukkoja on valintafunktio.

Todistus. Olkoon P = fX0; X1; X2; : : : g numeroituva kokoelma reaalilukujen os-

ajoukkoja. Voidaan olettaa, ett�a ne on v�alin (0; 1) osajoukkoja. Osoitamme, ett�a

l�oytyy valintafunktio f : N ! P , f(i) 2 Xi kaikilla i. Pelataan seuraavaa peli�a

G(N;W ): pelaaja I valitsee jonon (a0; a1; a2; : : : ) lukuja ai 2 f0; 1g ja pelaaja II

valitsee (b0; b1; b2; : : : ) my�os s.e. bi 2 f0; 1g ja II voittaa jos ja vain jos reaaliluku

0; b0b1b2 : : : (bin�a�ariluku) on joukossa Xa0 . Selv�astik�a�an pelaajalla I ei ole voit-

tostrategiaa: kun h�an on pelannut a0, II voi valita reaaliluvun b 2 Xa0 ja pelata

sen desimaaleja. Koska peli on determinoitu AD:n nojalla, niin pelaajalla II on voit-

tostrategia. Jos t�am�a voittostrategia on �, voidaan valintafunktio m�a�aritell�a

f(n) = reaaliluku, jonka m:s desimaali on �(n; 0; : : : ; 0| {z }
m�1kpl

):

�

3. ZF + AD) Leb(R) = P(R)

Jos x 2 N , merkit�a�an x � n = x � f0; : : : ; n � 1g ja Ox�n = fy 2 N j y �

n = x � ng. Joukot Ox�n ovat avoimia ja muodostavat avaruuden N topologialle

numeroituvan kannan ja samalla jokaiselle x 2 N numeroituvan ymp�arist�okannan.
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3.1. Lemma. Jokaiselle A � R l�oytyy sellainen mitallinen B � R, ett�a B � A ja

jos Z � B nA on mitallinen, niin m(Z) = 0.

Todistus. Jos A on rajoitettu, niin t�am�a on selv�a�a, valitaan vain Borel joukko B s.e.

m(B) = m(A). Jos A on rajoittamaton, niin A on numeroituva yhdiste rajoitettuja

A = [nCn, jolloin jokaiselle Cn voidaan valita t�allainen joukko Bn. Jos nyt Z �

[nBnnA on mitallinen, niin se on numeroituva yhdiste mitallisista BnnCn ja joikaisen

n�aist�a mitta on nolla. �

3.2. Lemma. Olkoon f : N ! R jatkuva. T�all�oin Rng f = f [N ] on Lebesgue-

mitallinen.

Todistus. T�ah�an todistukseen ei tarvita valinta- eik�a determinoituvuuden aksioomaa.

Olkoon A = f [N ] Jatkuvuuden nojalla kaikilla a 2 N p�atee

ff(a)g =
\
n2N

f [Oa�n] =
\
n2N

f [Oa�n]

(Kaikilla " l�oytyy n s.e. f [Oa�n] � B(f(a); ") jne..) T�ast�a seuraa

A =
[
a2N

1\
n=0

f [Oa�n] =
[
a2N

1\
n=0

f [Oa�n]:

Merkit�a�an As = f [Os], miss�a s = x � n joillain x ja n (eli s on �a�arellinen jono). Yll�a

olevan lemman nojalla jokaista As kohti l�oytyy mitallinen Bs � As siten ett�a jos

Z � Bs n As on mitallinen, niin sen mitta on nolla. A:n mitallisuuden toteamiseksi

riitt�a�a osoittaa, ett�a m�(B n A) = 0, miss�a B = B?, eli B � A ja B kuten yll�a

olevassa lemmassa. Koska As on mitallinen, voidaan valita niin, ett�a As � Bs � As.

T�all�oin saadaan

A =
[
a2N

1\
n=0

Bs

ja

B nA = B n
[
a2N

1\
n=0

Ba�n �
[

s2Seq

 
Bs n

1[
k=0

Bs_k

!
: F

Tarkistetaan viel�a viimeinen kuuluvuus: jos x 2 B, mutta x =2
S
s2Seq (Bs n

S1
k=0Bs_k),

niin kaikilla �a�arellisill�a jonoilla x =2 (Bs n
S1
k=0Bs_k), eli mm. x =2 B n

S1
k=0Bhki eli

l�oytyy k0 s.e. x 2 Bhk0i jatkamalla induktiivisesti huomataan, ett�a kaikilla n l�oytyy

kn s.e. x 2 Bhk0;k1;:::;kni, eli x 2
T1
n=0Bhk0;k1;:::;kni, mik�a on ristiriita sen kanssa, ett�a

x =2 B n
S
a2N

T1
n=0Ba�n.

Toisaalta kaikilla s

Zs = Bs n
1[
k=0

Bs_k � Bs n
1[
k=0

As_k;
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jolloin Bs:n m�a�aritelm�an nojalla m(Zs) = 0 (Zs on selv�asti mitallinen Borel-joukko).

MuttaF:n nojalla BnA �
S
s2Seq Zs, joka on numeroituva yhdiste! Siis m�(BnA) =

0. �

3.3. Lause. Determinoituvuuden aksioomasta seuraa, ett�a kaikki reaalilukujen os-

ajoukot ovat Lebesgue mitallisia.

Todistus. Lemman 3.1 nojalla riitt�a�a osoittaa, ett�a jos S � R on sellainen, ett�a

kaikilla mitallisilla Z � S m(Z) = 0, niin m�(S) = 0. Olkoon siis S sellainen,

ett�a kaikilla mitallisilla Z � S mitta on nolla. Kiinnitet�a�an " ja osoitetaan, ett�a

m�(S) < ". Koska " on m.v., t�ast�a lopulta seuraa, ett�a m�(S) = 0.

Jokaista n 2 N kohti m�a�aritell�a�an kokoelma avoimia joukkoja Kn seuraavasti:

Jos G 2 Kn, niin

� G on �a�arellinen yhdiste avoimia v�alej�a, joiden p�a�atepisteet ovat ratio-

naalilukuja.

� m(G) � "=22n+1.

Jokainen Kn on numeroituva, joten voidaan kirjoittaa Kn = fGn
0 ; G

n
1 ; G

n
2 ; G

n
3 ; : : : g.

(T�ass�a on k�aytetty numeroituvaa valintaa). M�a�aritell�a�an peli G(N;W ) seuraavasti.

Pelaaja I valitsee lukuja 0 ja 1 ja yritt�a�a muodostaa bin�a�ariluvun a 2 S ja II

pulestaan valitsee joukkoja Hn 2 Kn siten ett�a a 2
S1
n=0Hn. Tarkemmin pelaaja I

voittaa siirtosarjalla (a0; b0; a1; b1; a2; : : : ) jos ja vain jos

� an 2 f0; 1g

� a 2 S (miss�a a on bin�a�ariluku a = 0; a0a1a2 : : : )

� a =2 Gn
bn
.

Pelaajan II voittojoukko W siis muodostuu niist�a jonoista jotka eiv�at toteuta jotain

ehdoista (i)� (iii).

Osoitamme ensin, ett�a pelaajalla I ei ole voittostrategiaa. Vastaoletus: � on

pelaajan I voittostrategia. M�a�aritell�a�an kuvaus f : N ! R seuraavasti. Jos b =

(b0; b1; : : : ), niin olkoon a = (a0; a1; a2 : : : ) jono niit�a luonnollisia lukuja, joilla strate-

giaa � vastaa kun pelaaja II pelaa lukuja b0; b1; : : : . Asetetaan f(b) = a, miss�a a

on reaaliluku a = 0; a0a1a2 : : : . V�aite on ett�a f on jatkuva. Olkoon b 2 N ja " > 0.

Olkoon k s.e. 2�k < ". Silloin jos a = 0; a0a1a2 � � � 2 (f(b)�"; f(b)+"), niin jonon a ja

f(b) bin�a�aridesimaalit eroavat aikaisintaan desimaalissa k, eli jos otetaan kaikki sel-

laiset jonot b0, jotka eroavat jonosta (b0; b1; :::) aikaisintaan desimaalissa k, saadaan

avoin joukko avaruudessa N , jonka kuva sis�altyy f(b):n "-ymp�arist�o�on. Toisaalta,

koska � oli voittostrategia, niin f(b) 2 S, eli f [N ] = Z � S. Lemman 3.2 nojalla Z

on mitallinen ja S:n m�a�aritelm�an nojalla m(Z) = 0. Mutta jos se on nollamittainen,

niin taatusti l�oytyy jokin jono joukkoja Hn 2 Kn s.e. S �
S
nHn. Siis II pystyisi
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nyt voittamaan pelin pelaamalla jokaisella siirolla t�all�a tavalla valitun Hn:n, mik�a

on ristiriita sen kanssa, ett�a � olisi voittostrategia pelaajalle I.

Determinoituvuuden aksiooman nojalla t�ast�a seuraa, ett�a pelaajalla II on voit-

tostrategia. Olkoon t�am�a strategia �. Jokaista �a�arellist�a jonoa s = (a0; a1; : : : ; an)

kohti valitaan Gn
s , joka on strategian � antama siirto sen j�alkeen kun I on pelan-

nut jonon s. Koska � on voittostrategia, niin kaikilla jonoilla (a0; a1; :::), joilla a =

0; a0a1; ::: 2 S p�atee a 2
S1
n=0G

n
an

=
S
fGs j s = (a0; : : : ; an); n 2 Ng, joten

S �
1[
n=1

[
s2f0;1gn

Gs:

Jos s 2 f0; 1gn, niin Gs 2 Kn m�a�aritelm�an mukaan, eli m(Gs) � "=22(n+1), joten

ottamalla huomioon, ett�a jonoja s � f0; 1gn on 2n kappaletta saadaan

m(S) � m
� 1[
n=1

[
s2f0;1gn

Gs

�
�

1X
n=0

m
� [
s2f0;1gn

Gs

�

�
1X
n=0

X
s2f0;1gn

m(Gs) �
1X
n=0

X
s2f0;1gn

"

22n+1

�
1X
n=0

2n �
"

22n+1
=

1X
n=0

"

2n+1
= ":

Siis m(S) < " mielivaltaisella ", mik�a riitt�a�a todistukseksi. �



8

Kirjallisuutta

[Jech] Jech, T., Set Theory. ISBN-10 3-540-44085-7 Springer-Verlag Berlin Heidelberg New York.


