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THVISTELMA. Valinta-aksioomasta seuraa, ettd Leb(R) C P(R), eli on olemassa
epamitallisia joukkoja. Téssd esitelméssd ndhdddn, ettd ylinumeroituva valinta-
aksiooma on tdhdn valttdmé&ton: korvaamalla valinta-aksiooma determinoituvuu-
den aksioomalla voidaan todistaa

e numeroituva valinta-aksiooma
e Leb(R) = P(R).

1. Peleista

Téssé esitelmissi peli G(A, W) on pari (A, W), missia A on miki tahansa joukko
jaW c AN = {f | f: N = A} on voittojoukko. Pelin siirrolla n pelaaja I valitsee
ensin jonkun alkion a, € A ja sitten pelaaja II valitsee alkion b, € A. Pelaaja
IT voittaa pelin G(A, W) jos jono (ag,bo,a1,b1,...) on voittojoukossa W. Muuten
pelaaja I voittaa.

Pelaajan I1 strategia on funktio o, joka saa arvokseen joukon A alkioita ja jonka
argumentteja ovat dérelliset joukon A jonot (pelaajaan I tekemét siirtosarjat):

o: UpZ A" — Al
Vastaavasti pelaajan I strategia on funktio
T: Uply A" — A.

Strategia on woittostrategia mikili pelaaja voittaa pelin aina noudattamalla t&ta
strategiaa.

Peli on determinoitu jos jommalla kummalla pelaajalla on voittostrategia.
1.1. EsIMERKKI. Olkoon W' C [0,1] C R, A ={0,1,...9} ja
W = {(an)% | 0,apaiaz--- € W'}.

Pelaajat siis valitsevat vuorotellen reaaliluvun desimaaleja. Pelaaja II pyrkii osu-
maan joukkoon W' ja pelaaja I puolestaan joukkoon [0, 1]\ W'.
Nyt



2. ZF, ZFC JA ZF+AD

e Jos [0,1] \ W' sisiiltdd avoimen vilin (1/10,2/10), niin pelaajalla I on
helppo voittostrategia: jokaisella siirrolla hin pelaa luvun 1. Lopullinen
luku on talloin vaistamattd vélin (1/10,2/10) sisdlld. Eli 7(z) = 1 kaikilla
x € UpA™ on pelaajan I voittostrategia.

e Jos [0,1] \ W' on numeroituva, niin pelaajalla IT on voittostrategia: Héin
numeroi timén joukon [0,1] \ W’ = {¢; | i € N} ja diagonalisoi: siirrolla
n valitsee luvun ¢, n:n desimaalin. Talld tavalla valittu luku ei voi olla
mikddn niistd g,. Huom: téssé ei kiytetty valinta-aksioomaa joukon nu-
meroimiseksi, silld oletuksena oli, ettd joukko on numeroituva, eli on ole-
massa bijektio f: N — [0, 1]\ W'. Samoin jos W' on numeroituva, niin I:114
on voittostrategia.

e Kehittimilld niitd argumentteja nihdéiin esimerkiksi, etté jos W’ on avoin
ja W’ = [0, 1], niin pelaajalla IT on voittostrategia (esim. Cantorin joukon
komplementti).

e Oletetaan, ettd on joku joukko W’ C [0, 1] siten, etta tdmé peli ei ole deter-
minoitu. Y14 olevasta seuraa mm. etti tilloin kumpikaan joukoista W' ja
[0,1] \ W’ ei voi olla numeroituva eiki edes laiha (tihedin avoimen komple-
mentti). Itse asiassa sellainen joukko ei voi olla edes Lebesgue-mitallinen.

e Voiko tdmé peli olla ei determinoitu? Vastaus alla.

Seuraavassa merkitiin N = NV

Yleistetéin hieman esimerkin 1.1 pelifi: Olkoon A = N ja W C N = NN, Jos
varustetaan A tulotopologialla, niin siiti on helppo konstruoida jatkuva bijektio
reaalilukuihin b: N — R, mikéi kiiytinnossi tarkoittaa reaalilukujen esttimisti
paattymattomans desimaalilukuna, jonka desimaalit saavat olla mitd tahansa lu-
onnollisia lukuja (vrt. ketjumurtoluku). Topologista avaruutta N' = NN kutsutaan
Bairen avaruudeksi (the Baire space - eri asia kuin a Baire space, joka on miki

tahansa avaruus, jossa pitee Bairen lause).

DETERMINOITUVUUDEN AKSIOOMA (AD). Peli G(N,W) on determinoitu kaikilla
W CN.

2. ZF, ZFC ja ZF+AD

Ei ole tarkoitus perehtyd ZF:n aksioomiin kunnolla, tdssd ne kuitenkin ovat

kokonaisuuden vuoksi:
Aksioomajoukko ZF:
(i) VaVy(Vz(z ez & 2z €y) =z =1y)
(i) Vz[dy(y € ) = Fy(y € x A —-3z(z € y A 2z € 7))]



(#ii) Olkoon @ kaava, jossa vapaina esiintyvit vain z, z, wy, . .., wy, Talléin seu-

raava on aksiooma:
VaVwy ... w,3yVe(z € y & (z € 2 A @)

(iv) YaVy3z(z € z ANy € z)
(v) VFAAVY Vz(x e Y AY e F =z € A)
(vi) Olkoon ¢ kaava, jossa vapaina esiintyvéit vain z, z, wy, . . . , w, Talloin seu-

raava on aksiooma:
VAVwi,...,wy[(Vz € A3lyp) = FYVz € AJy € Y.

(vit) 3X (@ € X and Vy(y € X = S(y) € X))

(viii) VoeIyWVz(z Cz = z € y)

Niista aksioomista voi johtaa jo hyvin paljon matematiikkaa. Muun muassa on
helppo konstruoida taydellinen jarjestetty kunta. Yleensd kuitenkin kaytossé on hie-
man laajempi aksioomajoukko, nimittiin ZFC = ZF + Valinta-aksiooma.

VALINTA-AKSIOOMA (AC). Jokainen joukko voidaan hyvinjarjestid, t.s. jokaista joukkoa
A kohti on olemassa R C A x A, joka mddarittelee joukkoon A lineaarijirjestyksen
s.e. jokaisella A:n osajoukolla on R-pienin alkio (hyvin jdirjestys).

Tamé on ekvivalenttia sen kanssa, ettd mielivaltaisella joukkoperheelld (X;);cr
on valintafunktio f: I — U;c; X; f(i) € X; ja sen kanssa, ettd mielivaltaisella joukko-
perheelld kuten ylla, tulojoukko IT;c; X; on epétyhja. Myos tunnetusti ekvivalenttia
Zornin lemman ja Tychonovin lauseen kanssa.

Seuraavassa on joitain faktoja. Jos T on aksioomajoukko, niin merkitdén Con(T)
lausetta, joka sanoo, ettd T on ristiriidaton.

e Godel: mistidn ristiriidattomasta aksioomajoukosta ei voi todistaa, etté se

askioomajoukko itse on ristiriidaton, eli
T — Con(T) <= T on ristiriitainen

e Téstéd huolimatta voidaan todistaa: Con(ZF)—Con(ZFC) ja Con(ZF)—Con(ZF+-AC)
e AD — —AC, mutta AD implikoi AC:n numeroituville joukoille.
e Con(ZF+AD)—Con(ZFC)

Viimeinen implikoi, ettd AD:t4 ei voi todistaa ZFC:sté eika ZF:std (midkali ndma
ovat ristiriidattomia). Toiseksi viimeinen on helppo todistaa diagonalisoimalla:

2.1. LAUSE. Valinta-aksioomasta seuraa, ettc G(N, W) voi olla epadeterminoitu.

Seuraavassa lukijalta oletetaan hieman tiditdmystd ordinaaleista.



3. ZF + AD = Leb(R) = P(R)

TobisTus. Kaikkia pelaajan I strategioita on yhtd paljon kuin funktioita

T: U(N)” — N,

n=1

eli kontiinumin verran: 2%. Valinta-aksiooman nojalla kaikki pelaajan I strategiat
voidaan laittaa hyvinjirjestykseen: {7, | @ < 2“} ja myos pelaajan I strategiat:
{Ta | & < 2¥}. Nyt joukkoa A voi rakentaa diagonalisoimalla induktiolla. Oletetaan,
ettd vaiheessa a on valittu joukot {z, € N | v < a} ja{y, € N | v < a}. Seuraavaksi
otetaan strategia o, ja valitaan joku y, siten ettd y, on siirtosarja, jossa pelaaja
I on pelannut siirtoja (b, b1,...) ja II on kiyttinyt strategiaa o. (Tarvittava y,
aina 16ytyy, silli siirtosarjoja on 280 kappaletta.) Seuraavaksi taas valitaan z, silli
tavalla, ettd se on siirtosarja, joka tulee pelatuksi jos I pelaa (ag, a1, a2, ...) ja I on
kiayttinyt strategiaa 7,.

Selvisti joukot ¥ = {yo | @ < 2¥} ja X = {z4 | @ < 2¥} ovat erilliset ja
jokaista I':n strategiaa 7 kohti 16ytyy b = {bg, b1, ...} siten etti pelissi, jossa 1] pelaa
(bo, b1, ...) strategiaa 7 vastaan, niin lopullinen jono on joukossa Y ja péiin vastoin.
Siis G(N, X) ei voi olla determinoitu. O

2.2. LAUSE. Determinoituvuuden aksioomasta seuraa numeroituva valinta-aksiooma,

eli ettd jokaisella numeroituvalla perheelld reaalilukujoukkoja on valintafunktio.

Tobistus. Olkoon P = {Xg, X1, Xo,...} numeroituva kokoelma reaalilukujen os-
ajoukkoja. Voidaan olettaa, ettid ne on vilin (0,1) osajoukkoja. Osoitamme, etté
loytyy valintafunktio f: N — P, f(i) € X; kaikilla 7. Pelataan seuraavaa pelid
G(N,W): pelaaja I valitsee jonon (ag,ai,as,...) lukuja a; € {0,1} ja pelaaja IT
valitsee (bg, b1,ba,...) myos s.e. b; € {0,1} ja II voittaa jos ja vain jos reaaliluku
0,bob1by ... (binddriluku) on joukossa X,,. Selvistikddn pelaajalla I ei ole voit-
tostrategiaa: kun hén on pelannut ag, I1 voi valita reaaliluvun b € X,, ja pelata
sen desimaaleja. Koska peli on determinoitu AD:n nojalla, niin pelaajalla 11 on voit-
tostrategia. Jos tima voittostrategia on o, voidaan valintafunktio méaaritella
f(n) = reaaliluku, jonka m:s desimaali on o(n,0,...,0).

——
m—1kpl

3. ZF + AD = Leb(R) = P(R)

Jos z € N, merkitién ¢ [ n =z | {0,....n —1} ja Ogpp = {y € N |y |
n =z [ n}. Joukot Oy, ovat avoimia ja muodostavat avaruuden N topologialle

numeroituvan kannan ja samalla jokaiselle z € N' numeroituvan ympéristokannan.
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3.1. LEMMA. Jokaiselle A C R loytyy sellainen mitallinen B C R, ettd B D A ja
jos Z C B\ A on mitallinen, niin m(Z) = 0.

TobIsTUS. Jos A on rajoitettu, niin tidma on selvéé, valitaan vain Borel joukko B s.e.
m(B) = m(A). Jos A on rajoittamaton, niin A on numeroituva yhdiste rajoitettuja
A = U,C,, jolloin jokaiselle C,, voidaan valita téllainen joukko B,. Jos nyt Z C
UpBr \ A on mitallinen, niin se on numeroituva yhdiste mitallisista B,,\ Cy, ja joikaisen
néistd mitta on nolla. 0

3.2. LEMMA. Olkoon f: N — R jatkuwva. Tdilloin Rng f = f[N] on Lebesgue-
matallinen.

TobisTus. Tahan todistukseen el tarvita valinta- eikd determinoituvuuden aksioomaa.
Olkoon A = f[N] Jatkuvuuden nojalla kaikilla a € N pitee

{fla)} = ﬂ flOan] = m f1Oafn]
neN neN
(Kaikilla € 1oytyy n s.e. f[Oq1n] C B(f(a),€) jne..) Téstd seuraa

A= U m f[Oa[n]: U ﬂ f[Oam]-

aeN n=0 aeN n=0
Merkitddn As = f[Os], missd s = z [ n joillain  ja n (eli s on &drellinen jono). Y4
olevan lemman nojalla jokaista A; kohti 16ytyy mitallinen B D A; siten ettd jos
Z C Bg \ As on mitallinen, niin sen mitta on nolla. A:n mitallisuuden toteamiseksi
riittdd osoittaa, etti m*(B \ A) = 0, missi B = Bg, eli B D A ja B kuten ylli
olevassa lemmassa. Koska Ay on mitallinen, voidaan valita niin, etti A, C By C A,.

A=y N

Talloin saadaan

acN n=0
ja
o [e.0]
B\A=B\|J (O Bamc U (BS\UBS,\;C>. *
a€N n=0 s€Seq k=0

Tarkistetaan vield viimeinen kuuluvuus: jos # € B, mutta z ¢ U,cgeq (Bs \ Up=o Bs~k);
niin kaikilla d4rellisilla jonoilla z ¢ (B, \ Ug—o Bs~&), eli mm. = ¢ B\ UpZ( By eli
16ytyy ko s.e. z € By, jatkamalla induktiivisesti huomataan, ettd kaikilla n 16ytyy
kn s.e. ® € B gy, kn)s €1 T € N Bk ki, kn)» Mikd on ristiriita sen kanssa, ettd

z ¢ B \ Uae,/\/ ﬂzo:[) Ba[n-
Toisaalta kaikilla s

o0 o0
Zs =By \ |J Bomk € B\ | Ao
k=0 k=0



3. ZF + AD = Leb(R) = P(R)

jolloin Bg:n médritelméin nojalla m(Z;) = 0 (Zs on selvisti mitallinen Borel-joukko).
Mutta %:n nojalla B\ A C U;egeq Zs, joka on numeroituva yhdiste! Siis m*(B\ A) =
0. O

3.3. LAUSE. Determinoituvuuden aksioomasta seuraa, ettd kaikki reaalilukujen os-
ajoukot ovat Lebesque mitallisia.

TobisTus. Lemman 3.1 nojalla riittds osoittaa, ettd jos S C R on sellainen, etti
kaikilla mitallisilla Z C S m(Z) = 0, niin m*(S) = 0. Olkoon siis S sellainen,
ettd kaikilla mitallisilla Z C S mitta on nolla. Kiinnitetdin e ja osoitetaan, etta
m*(S) < e. Koska £ on m.v., tdstd lopulta seuraa, ettd m*(S) = 0.

Jokaista n € N kohti médritelldin kokoelma avoimia joukkoja K, seuraavasti:
Jos G € K,, niin

e (G on ddrellinen yhdiste avoimia vilejd, joiden péétepisteet ovat ratio-
naalilukuja.

o m(G) < g/22n L,
Jokainen K, on numeroituva, joten voidaan kirjoittaa K, = {Gy,G7,G5,GY%,...}.
(Tésséd on kiytetty numeroituvaa valintaa). Mééritellddn peli G(N, W) seuraavasti.
Pelaaja I valitsee lukuja 0 ja 1 ja yrittdd muodostaa bin#iriluvun a € S ja I1
pulestaan valitsee joukkoja H,, € K, siten etti a € |-, Hy,. Tarkemmin pelaaja I
voittaa siirtosarjalla (ag, bg, a1,b1,as,...) jos ja vain jos

e a, €{0,1}

e ¢ € S (missd a on bindiriluku a = 0,aga1az...)

e ai Gy .
Pelaajan I voittojoukko W siis muodostuu niisté jonoista jotka eivit toteuta jotain
ehdoista (7) — (7).

Osoitamme ensin, ettd pelaajalla I ei ole voittostrategiaa. Vastaoletus: 7 on
pelaajan I voittostrategia. Mééritellidin kuvaus f: N — R seuraavasti. Jos b =
(bo, b1, ... ), niin olkoon a = (ag, a1, as ... ) jono niitd luonnollisia lukuja, joilla strate-
giaa 7 vastaa kun pelaaja IT pelaa lukuja by, by,.... Asetetaan f(b) = a, missi a
on reaaliluku a = 0, agajas . ... Viite on etti f on jatkuva. Olkoon b € N ja € > 0.
Olkoon k s.e. 2% < ¢. Silloin jos a = 0, agaiaz - - - € (f(b)—¢, f(b)+¢), niin jonon a ja
f(b) bindaridesimaalit eroavat aikaisintaan desimaalissa k, eli jos otetaan kaikki sel-
laiset jonot b', jotka eroavat jonosta (bg, by, ...) aikaisintaan desimaalissa k, saadaan
avoin joukko avaruudessa N, jonka kuva sisiltyy f(b):n e-ympéristéon. Toisaalta,
koska 7 oli voittostrategia, niin f(b) € S, eli f[N] = Z C S. Lemman 3.2 nojalla Z
on mitallinen ja S:n méiritelmén nojalla m(Z) = 0. Mutta jos se on nollamittainen,
niin taatusti 16ytyy jokin jono joukkoja H, € K, s.e. S C |J,, Hy. Siis II pystyisi
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nyt voittamaan pelin pelaamalla jokaisella siirolla talla tavalla valitun H,:n, miké
on ristiriita sen kanssa, ettd 7 olisi voittostrategia pelaajalle I.

Determinoituvuuden aksiooman nojalla tésti seuraa, ettd pelaajalla I1 on voit-
tostrategia. Olkoon tdmé strategia o. Jokaista direllistid jonoa s = (ag,a1,...,ay)
kohti valitaan G7, joka on strategian o antama siirto sen jilkeen kun I on pelan-
nut jonon s. Koska o on voittostrategia, niin kaikilla jonoilla (ag,ay, ...), joilla a =
0,apa1, ... € S pitee a € U,—, G =U{Gs | s = (ao,...,an), n € N}, joten

Sc[j U a.
n=1se{0,1}"

Jos s € {0,1}", niin G, € K, midritelmin mukaan, eli m(Gy) < £/22("+1)_ joten
ottamalla huomioon, ettd jonoja s C {0,1}" on 2™ kappaletta saadaan

S)Sm([j U Gs)sim( U ¢)

n=1se{0,1}» n=0 s€{0,1}"
o0

< Z z ) < Z Z 92n+1
n=0s5€{0,1 n=0s€{0,1}"
o] e o0 €

< ZQH T 92nHl Z on+1 ¢
n=0 n=0

Siis m(S) < ¢ mielivaltaisella e, miké riittda todistukseksi. O
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