VIl. Bose-Einstein-statistik

Viktiga malsattningar med detta kapitel

e Kunna harleda Bose-Einstein-distributionen och kdnna till dess fysikaliska innebord

e Kanna till Plancks lag for svartkroppsstralning och dess historiska och nutida betydelser
e Kanna till hur Plancks lag och lasrars grundprincip hanger ihop

e Kanna till Debyemodellen

e Kinna till Bosegasens lagtemperaturegenskaper och hur detta leder till Bose-Einstein-
kondensation
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Hittills har vi under kursen behandlat statistik for klassiska partiklar. Nu borjar vi se pad s.k.
kvantstatistik, dvs. statistisk mekanik for partiklar som beter sig kvantmekaniskt.

Den forsta kvantstatistiska distribution vi ser pa, Bose-Einstein-distributionen, kan i sjalva verket
harledas utan att explicit behdva anta ndgot kvantmekaniskt beteende; det racker att anta att flera
partiklar kan befinna sig i samma tillstdnd. Men just detta beteende ar karakteriskt for bosoner i
kvantmekaniken, och darmed brukar distributionen betraktas som kvantstatistisk.
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VIl.1. Bose-Einstein distributionen

Betrakta en gas av partiklar som inte vaxelverkar med varandra. Partiklarna har ett visst antal
energinivder {€ }. | motsats till vad fallet var vid harledningen av- Boltzmann's férdelningsfunktion
antar vi inte att gasen ar tunn.

& TTIT1] ™

824{
€1
804{

np
nj
no

TOT

ng: partiklar eller molekyler i det k:te molekylara
tillstandet.
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M akroskopi skt
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! delsystem !
' (SVN) *<T¢
dar

Vi betraktar partiklarna i det k:te tillstandet som
ett subsystem och anvand den makrokanoniska
fordelningen:

Pnk,k = sannolikhet for att det finns partiklar i
det betraktade subsystemet.

Nu galler enligt den makrokanoniska distribu-
tionsfunktionen

Pnk,k; — e(Qk+Mle—nk€k)/kT (1)

S/kT
ZN .k

Z N ar den stora partitionsfunktionen for det k:te subsystemet.

Normaliseringsvillkoret ar

Termofysik, Kai Nordlund 2013

Z Pnk,,k: 1 = eﬂk/kBTZ enkz(“_ek)/kBT

kg

kg

</ [0 >] D]

(2)

(3)

4



sa vi far

Qr = —kgT In Z eH=ek)ni/kBT (4)
nk,:O

J

=S
Vid harledningen av Boltzmann-fordelningen medtogs blott de tvd forsta termerna i serien S, med
motivationen att sannolikheten att en viss nivd ar ockuperad ar liten. Nu tar vi istallet med alla
termer!

Z e(u—€k)nk/k¢BT — Z[e(u—ek)/kBT]nk (5)
"k nEk

Serien i hdgra membrum 3r en geometrisk serie som konvergerar om e#~<k)/FBT 1 ]|

— ! (6)

1 — elu—eg)/kBT

For att serien skulle konvergera bor alltsa
e(“_ek)/kBT <1 (7)
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vilket ar ekvivalent med kravet

B < €k

(8)

vilket bor galla for alla tillstdnd k. Ifall energiskalan ar sddan att grundtillstdndet = €y = 0 galler

det annu enklare kravet att
BT « 1 — <0
Den kemiska potentialen for en “Bose-Einstein gas” maste vara negativ.

For sddana gaser far vi alltsa
ka = k‘BT ln{l — G(M_ek)/kBT}

och
of2 1

T
ou 1 — elh—ex)/kpT kgT

1
— lep—m/kpT _ q
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Darmed far vi Bose-Einstein distributionen:

_ 1 13
ST 2= G kT (13)
Om det galler
ek W/EBT S 5 1 < ny >= W/ kBT (14)
dvs. i denna grans far vi tillbaks Boltzmann-distributionen.
Boltzmanndistributionen uppnas vid stora negativa u-varden.
Vi kan nu berakna vidare
1
N = Z < Mg > Z o(ch—m/kpT _ 1 (15)
k k
Q=>"Qu=kpT > In(l— W ®/"5BT) (16)
k k
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(2 = — PV ger tillstdndsekvationen:

_ Z In{l — (u—ek)/kBT} (17)

 bestammes av

1
N = %: elck=m/kpT _ 1 (19
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VIl.1.1. Bose-Einstein distibutionens kvantmekaniska bas

[Mandl 11.2; Landau-Lifshitz S 55]

Harledningen ovan var helt klassisk. Men orsaken att Bose-Einstein distributionen ar mycket viktig
inom fysiken kommer frdn dess kvantmekaniska motivation.

De elementarpartiklar, eller partiklar i allmanhet, vars spinn eller inre impulsmomentkvanttal antar
heltalsvarden kallas bosoner. | ett bosonsystem kan ett obegransat antal partiklar placeras i varje
kvanttillstand.

Sannolikhetsférdelningen for ett bosonsystem kan harledas alternativt genom att soka den fordelning
som leder till den storsta entropin. Denna harledning galler ocksa i ojamviktssystem.
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g; kvanttillstand med energin ¢;.
g; ar energitillstandets degenerationsfaktor.

nj: antalet partiklar med energin €;.

Det gar att harleda Bose-Einstein distributionen rent statistiskt genom att bestimma antalet
mojligheter att fordela n; partiklar i de g; tillstdndena som har energin €;.

HARLEDNINGENS MATEMATIK GES NEDAN MEN KRAVS INTE PA KURSEN.

Vi bestammer forst antalet mojligheter att fordela nj partiklar i de 9g; tillstdndena som har energin €.

</ [«[O]p] p>] 10
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gj-1 partitioner

o|o o|o o|o o|o 0

n; partiklar

Antal fordelningsmojligheter = antal permutationer av gj — 1 partitioner av n; partiklar

= (nj +g; — 1)! (19)

Permutationer av de nj partiklarna och de 9; — 1 partitionerna leder inte till nya makrotillstdnd. Den statistiska vikten ar m.a.o.

(nj +95 — 1!

n‘?'(g‘7 — 1)! (20)

Den statistiska vikten for en fordelning av partikelantal {nj} i de olika tillstandena j ar da

Q—H(nj+gj_1)'

" I (g — 1) (1)

Vi soker nu S = k;B In €2:s maximum under villkoren
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Variationen ar, som tidigare under kursen:

5[S + aN + BE] = 0,

| detta fall blir det
0

8nk

(n; +g; — 1)!
{kpIn + an; + Be;n;} =0,
zi: nz'(gz — 1)! t L
Vi anvander Stirlings approximation In x! & x In x — x pa logaritmtermen:

n; +g; — 1)!
: Z,l g.lz_l,) = In(n; +g; — 1)! —Inn;! —In(g; — 1)!
ni!(g; )!

In

~(n;+g;,—1)In(n; +g; —1) —n;lnn; — (g; — 1) In(g; — 1)
—(n; +9; — 1) +n;+(g; — 1).

Nu dd vi utfér derivatan med avseende pd mn, faller alla termer i summan dver ¢ utom de som har 2 = k bort! Alltsd fas

o nk—l—gk—l 0
k — —1 1 —1 k —1
B <8nk(nk+gk )> n(ng + g — 1) + e — (8nk(nk+gk )

6 nk 8
—k —_— 1 —kp—/— | — —kp-14+kp-1 =0
B (8%%) Bk kB <8nk”k) B ltkp l4+a+tfe
Efter att divisionerna och derivatorna utfors blir det kvar

k‘Bln(TLk—i—gk—l)-i-k'B—k‘Blnnk—kB-i-OL-l—ﬁek =0
och vidare om vi antar att ng, >> 1 approximativt

kg [In(ng + gp) —Inng] = —a — Bey,
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varur fas
JMet ok o Beg

1 - (32)
ni k‘B k:B
"kt Ik _ ~(at+Be)/kp (33)
kg
ng + g = nke—(a-l-ﬁek)/kB (34)
np [l — e_(a+6ek)/k3] = —gp (35)
9k
np = (36)
BT (Ca—Be)/kp 4
Med att som tidigare kdnna igen « = u /T, B = 1/T fas
ny, Ik (37)

~ ep—m)/kgT _

vilket ar igen Bose-Einstein-distributionen!

Termofysik, Kai Nordlund 2013 El E @ E EI 13



VIl.2. Svartkroppsstralning

[Mandl kap. 10, Landau-Lifshitz S 63]

Elektromagnetiska strdlningskvanta - fotoner - har spinn 1 och ar darfér bosoner. Vi betraktar den
gas av fotoner som existerar utanfor och i jamvikt med en fast kropp med temperaturen T'. Denna
gas kallas svartkroppsstralning om kroppen ar fullstiandigt absorberande.

Denna s.k. svartkroppsstralning existerar t.ex. i ett tomrum inne i en fast kropp som halles vid jamn
temperatur. | en sddan kan man val anta att all inkommande stralning absorberas praktiskt taget
sakert forran det eventuellt kommer ut genom ett litet hal fran vilket man mater det.

Vidare visar det sig att svartkroppsstralningsbegreppet ar mycket viktigt for att manga verkliga
kroppar ar nara “svarta”, och ocksa sddana som ar langt ifran behandlas ofta med en emissivitet
som ges relativt till en perfekt svartkropp.
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D3 fotoner bade absorberas och emitteras vid kroppens yta ar
det totala antalet fotoner N inte konstant!

For att “fotongasen” anda ar ett jamviktssystem, bor for det
galla att F' ar ett minimum med avseende pa [N Detta kan tas
| beaktande genom att krava att

OF
— =0 (38)
ON
Dd dFF = —SdT — PdV + udN ar
OF
= —— 39
H ONv,T (39)

varur vi ser att kemiska potentialen y© = 0 f6ér en fotongas.

Fotondistributionen blir d3, om fotonerna inte vaxelverkar med varandra

9k
eek/kBT _ 1

ne =

(40)

dar g = antalet fotontillstdnd med given energi. g = 2 d& fotonen har tva polarisationsriktningar!
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VIl.2.1. Bakgrund

VII.2.1.1. Fotonenergierna

Vi pdminner oss nu om fotonernas grundlaggande egenskaper:

e = hv = (27rh)2i = hw, w = vinkelfrekvens = 27v
iy

v = ; = frekvens(\ = vaglingd)

hc o 27
e = —, k= vagtal = —
A A
Enligt den relativistiska mekaniken kan man dessutom skriva

h
€e = —ck = hck = cp
27

dar vi anvant oss av rorelsemangden p = hk
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Den s.k. dispersionsrelationen (sambandet mellan frekvens och végtal) &r

w = ck (45)
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VI1.2.2. Tatheten av fotontillstand

Tidigare under kursen harleddes tillstandstatheten i tre dimensioner, dvs. antalet kvanttillstand i ett
volymelement d°k

&’k i 'k v d’k (46)
G2 (e (2n)?

Genom att kombinera Bose-Einstein-distributionen med tillstandstatheten far vi antalet fotoner med
vagvektor i intervallet (k, k + dk):

|4 2

ANy = d’k 47
K (27r)3 eck/kBT _ 1 (47)
A andra sidan vet vi att
er = hck (48)
och givetvis ar
&’k = dQk*dk (49)
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dar 25 ar vinkelelementet sin 6dfd¢ i k-rymden.

AN /27r d /W in 6d0dN, — — 2K dk /QW dgb/Tr in6d6  (50)
— S1n = Sin
k . 0 k (27)3 ehek/kpT _ 1 Jo 0 |

N
47

Vo Kk
T g2 ehek/kpT _ q (51)

Nu kan vi anvanda oss av fotonernas kinda egenskaper for att skriva om detta som funktion av
frekvensen v:

C 27
v=—, k=— (52)
A A
2TV 2mwdy
ck =2mv & k = = dk = (53)
C C
hck = hv (54)
Alltsd ar ,
k'dk = 8n°— v dv (55)
C
och
8tV vidy

dN, = : (56)

c3 ehl//kBT 1
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dE(v) = hvdN (v) = energin i intervallet (v, v + dv):

dE(v) =

8mhV

v3dy

c3

ehv/kgT _ 1

Alternativt som funktion av vaglangden blir den med en liknande harledning

dE(\) =

8mhcV

dA

ehc/AkBT 1

Detta dr Plancks fordelningslag (1900). Dess form ar foljande:
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dE(v)

3 —VK/kgT
e

VII1.2.2.1. Exempel pa Plancks lags effekter

Plancks lag ar av stor betydelse, for vasentligen ger den ju frekvensberoendet hos varmestralning.

Detta kan illustreras val med att plotta férdelningslagen mot synliga ljusets spektrum. Har ar det
gjort for ndgra olika temperaturer:
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Detta forklarar t.ex. varfor metaller borjar gloda dd de varms upp. Som kant blir det forst
rodglodande, vilket forklaras av att distributionen skiftar nerdt i vadglangd med 6kande temperatur
och ndr dirmed forst det roda omrddet. P3 liknande sitt kan man forstd varfér den sedan blir
orange och till slut vitglédande.

De flesta metaller smalter dock fére de blir vitglodande. (t.ex. jarn har smaltpunkt 1809 K och
kokpunkt 3135 K).

Fran bilden ser man ocksd att for att fd alla synliga vaglangder med markbara intensiteter, kravs
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temperaturer kring 3000 K eller mer. Detta ar grundorsaken till att vanliga glodlampor har en
wolfram-trad som ljuskalla: wolfram har den hogsta sméltpunkten (3680 K) av alla vanliga metaller,
och darmed kan man med den komma narmast vitt ljus.

Men fortfarande ser man ur bilden att en stor del av svartkroppsemission ar alltid utanfoér det synliga
omradet. Alltsd ar deras effektivitet som ljuskalla relativt |ag.

Egentligen foljer en glédlampa nog inte exakt svartkroppsstralning, men ganska nara ar den nog.

Har ar ett uppmatt exempel for en vanlig ficklampa [wikipedia: Black body]:

Intensity (counts)
4000

3500 |
3000
2500
2000
1500 |
1000 |

500

0
400 500 600 700 800 900 1000
Wavelength (nanometers)
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dar maximet motsvarar ungefar 4600 K, alltsd mer an wolframs smaltpunkt vilket visar att beteendet
faktiskt inte exakt ar samma som i svartkroppsstralningen.

Plancks lag har daremot visat sig galla till otroligt stor noggrannhet for kosmisk bakgrundsstralning.
Denna bakgrundstralning foljer Plancks lag till ung. 5 siffrors noggranhet fér en temperatur pa ung.
2.73 K. Att overenstammelsen ar sd bra ar att av de framsta bevisen for Big Bang.

Den mycket lilla avvikelsen som matts t.ex. med Cobe- och WMAP-satelliterna ger en bild av
Universums borjan, 379000 ar efter Big Bang eller ungefar 14 miljarder ar sedan. Har ar en bild frén
WMAP-métningen (http://map.gsfc.nasa.gov/m_mm.html):
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Analys av datat i denna bild har visat sig vara extremt nyttig i kosmologin, bland annat har
den gett den hittills noggranaste bestamningen av Universums 3alder, 13.74-0.2 miljarder ar
[http://map.gsfc.nasa.gov/m_mm/mr_age.html], och indikerar att universums massa bestar av ung. 4% ato-

mer, 22 % s.k. mérk materia och 74 % s.k. mork energi. Vad de tvad sistnamnde egentligen ar vet
man s.g.s. ingenting om!
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VI11.2.3. Historisk overblick

Konceptet svartkropp introducerades av Kirchhoff &r 1862, och svartkroppsstrdlningens spektrum
kunde matas under senare halvan av 1800-talet. Men att harleda och forklara spektrets funktionsform
var en stor utmaning for den klassiska fysiken.

Fore Planck upptackte sin lag harleddes [3g- och hogfrekvensgranserna.

hV/k‘BT

Vid hoga frekvenser galler e >> 1 och darmed

dE(v) ~ vie "/FBT (59)

vilker dr kdnt som Wien's stralningslag (1896)

(Det finns egentligen tva lagar som kallas Wiens lag. Den andra ger maximet i distributionen ovan,
vilket visar sig vara helt enkelt inverst proportionellt mot temperaturen.)

Denna anvands allmént i astronomin for att bestdamma stjarnors temperatur (jooda, stjarnor ar
mycket nara en svartkropp!)
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Vid ldga frekvenser galler for Plancks lag att

y hv
/BT ~ q 4 T (60)

och darmed Vb
dE(v) > R (kpT) (61)
— SZSVVQ(kBT)dI/ (62)

som ar kiant som Rayleigh-Jeans stralningslag (1900). Notera att konstanten h inte férekommer alls
| dennal

Denna lag kan dven harledas helt klassiskt.
Betrakta fotoner som vibrationer i ett medium = “etern”.

Antalet vibrationsmoder med vagvektorer mellan |k| och |k + dk| ar da

2(47) k*dk. (63)

(2m)°
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Enligt ekvipartitionsprincipen bidrar varje mod med

1 1 , :
(5 + §)kBT till energin. (64)

Energin for moderna mellan k och k + dk blir

Vo2 8wV
( 7T)31/2d1/: T

dE = kT (2)4
b <)7T(27T)3 c

v kpTdy (65)

vilket ar igen Rayleigh-Jeans lag.

Denna lag har dock ett uppenbart problem: den férutspar ju att stralningen skulle 6ka mot oandligt
med frekvensen. Detta dr uppenbart galet (en kropp kan ju inte forlora oandligt med energi) och
ledde till att lagen kallades i tiden “den ultravioletta katastrofen”.

Kvantmekaniken gav en elegant |6sning pad detta: i.o.m. att fotonenergierna ar kvantiserade med
E = hv, kan bara mycket fa fotoner skapas for hoga frekvenser, och ekvipartitionsteoremet som
anvands i Rayleigh-Jeans harledning galler inte langre.
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Historiskt sett ar harledningen av Plancks lag mycket viktig for fysiken. Ungefar ar 1900 hade
man harlett klassiskt bdde Wiens och Rayleigh-Jeans lag, men visste experimentellt att den férra
misslyckas vid ldga v, den senare vid héga v (ultravioletta katastrofen).

Planck var desperat att hitta en forklaring till detta, men det enda sattet han kunde gora det med
var genom att anta kvantiseringen som férekommer i tillstdndstathetsdelen i harledningen. Han
tyckte inte alls om detta antagande, och forsokte senare hitta alternativa férklaringar. Men det
visade sig att kvantiseringen var helt ratt, och detta resultat banade sedan vag for kvantfysiken.
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VIl.2.4. Den totala energin i svartkroppsstralningen

Vi raknar nu den totala energin for svartkroppsstralningen:

SThV  idv
CS ehl//kBT _ 1

>~  8mhV V3
E = /dE(l/) :/ dv
0

dE(v) =

Vi gor variabelbyte:

kT
hv/kpT = x = dv = Tdaz

och far

(h et — 1

J

cS

8thV kgT o0 3
E: T B )4/ d.CU *
JO

SRR

(Berdkningen av denna typ av bestimda integraler beskrivs i Mandl)

Alltsa fas
B 87’ k4BV

15 (hc)i”T4 = AoV
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dar vi definierat

51.5
21k,

— " "B _567-10 ’¢/s’K* = 5.67- 10 %] /m?sK* 71
o T5(h5c2) g/ / (71)

Resultatet

E=40cVT"/c (72)

kallas Stefan-Boltzmann-lagen. Den erholls forst experimentellt av Stefan ar 1879, och Boltzmann
kunde 1884 hirleda proportionaliteten mot T'*, men givetvis inte virdet p3 konstanten o som
innehdller Plancks konstant h.

VI1.2.4.1. Stralningsintensiteten

[Landay-Lifshitz S 63, s. 187-189]

Ett ofta mera praktiskt sitt att ge Stefan-Boltzmann-lagen ar med stralningsintensiteten. Ener-
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gitatheten i ihdligheten per enhets-rymdvinkel ar

1
E=—4cVT"/c (73)

47

Vi betrakta nu hur mycket energi som faller pd en ytarea A som upptar en rymdvinkel d{2 =
sin 8dOd¢. Vi tar som hjalpvariabel en infinitesimal cylinder med bottnen A och tjockleken dx.
Da partiklarnas hastighet ar ¢ = dx /dt, betyder det att tatheten av partiklar som rér sig genom
cylindern per tidsenhet ar

1 1 C

Adt  Adzdt/dxz  Adx
Fotonerna som faller pd arean A kan givetvis rora sig i godtycklig riktning, s3 “arean” som

stralningen ser bor korrigeras med cos 6. For att erhdlla energiintensiteten I som stralas pa en area
bor vi alltsd betrakta

N =

(74)

C

Adx

4 1
dI = EN cos 0 sin 0d0dd = 4—0Ad,xT4 /c cos 0 sin 0d0de = —caT* cos 0 sin 0dOd
7T 7T

(75)
och integrera detta 6ver en halvsfdr for att fa reda pa hur mycket som stralar mot arean. Alltsa ar
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var intensitetet

2m 5 1, , or 4,1 /2 1
I = / dqb/ df—ocT cosfsinf = —oT — — cos(20) — (76)
0 0 T ~ 2 2

1 s
=7 sin(26) 0 v

~—
———1——1

och alltsa efter att vi dividerar bort alla 2:or och 7

I =oT" (77)

Denna lag galler helt allmant for alla perfekta svartkroppars stralning.
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VII.2.5. Icke-perfekta svartkroppar

[Wannier s. 196-, webben]

For icke-perfekta svartkroppar kan man generalisera alla dessa harledningar i princip genom att
introducera en emissivitet e(v) som helt enkelt &r for ett visst material forhallandet mellan den
verkliga emissionen och svartkroppsemissionen:

Everklig(’/v T)
(v, T)

e(v) = (78)
Esvartkropp

For en perfekt svartkropp ar alltsd e(v) = 1.

Kirchhoffs lag sager att vid termisk jamvikt och efter att man integrerar 6ver alla emissionsvinklar,
ar formagan att absorbera stranlning, absorptiviteten a(v), lika med emissiviteten e(v).

Annars skulle det vara latt att konstruera en maskin dar energin inte bevaras. Likasa foljer harav
att for att absorptiviteten uppenbart inte kan vara > 1, kan inte heller emissiviteten inte vara det.

Alltsd ar den perfekta svartkroppen den mest effektiva mojliga kallan for termisk
stralning!
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Om man kanner till emissivitetsfunktionen, kan man ta med den i berdkningar av samma typ som
ovan for svartkroppen.

VI1.2.5.1. Exempel

For att ta ett enkelt exempel av foljderna av svartkroppsstralning, |at oss berakna medeltemperaturen
pa jordytan om man antar att atmosfaren skulle jamna ut alla temperaturskillnader, och att jorden
skulle vara en svartkropp.

Solarkonstanten Ig (solens stralningsintensitet vid jorden) ar
Is = 1373W/m” (79)
Om jorden ar en svartkropp kommer den att bestradla ut energi med intensiteten

[ =oT" (80)

Den totala inkommande stralningen dr Is gdnger areas som solen ser av jorden, wR? dir R &r
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jordens radie dr 6378 km. Jorden stralar ivig energi med hela sin ytarea 47w R?. Alltsa fas villkoret

IstR®> = cT 47 R’ (81)
Is 1/4
— T = <4—> = 279K = 6°C (82)
o)

Den verkliga medel-yttemperaturen 3r 288 K = 16 °C. Detta illustrerar betydelsen av vaxthuseffekten:
utan den skulle det vara ganska otrevligt kallt pa jorden!

Verkligheten ar givetvis mer komplicerad: jorden och de andra planeternas yttemperatur bestams av
en komplicerad balans av deras atmosfarers absorptivitet och albedo (reflketions koefficient). Men
denna enkla berakning ger utgdngspunkten till de mer avancerade.

Jordens absorptivitet jamfort med solens och jordens svartkroppsstralning.
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Bra mer detaljerad introduktion till detta for de intresserade:

https://www.atmos.washington.edu/1998Q4/211/topics2.htm
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VI1.2.6. Stralningstrycket

Vi kan nu ocksa berakna trycket som orsakas av den elektromagnetiska stralningen:

OF , 0 F
E=F+TS=F -T—=-T"—(=)
oT OT T
Allts3 3r
E(T) d (F)
T2 47T

Vi tillampar detta pd Stefan-Boltzmann-lagen och integrerar

} /T L BT F(T) _ F(Ty)
T T2 T Ty
4aVCT/2
— (T - T = -
3c T To
och om man later Ty — O:
. 40'V 4
F(T)=—T
3c
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och darmed

aF 4o 4
P(T)=—(—)r=—T 88
(T) = —(G)r = = (58)
Om man jamfér med energins definition ser man att
40-V 4 1
PV =—T =-F (89)
3 c 3
1
och
Co dE 160VT3 (91)
YTar T ¢

Trycket fran elektromagnetisk stralning kan anvandas for drift av rymdfarkoster!

Detta har demonstrerats i verkligheten for den japanska IKAROS-farkosten: http://www. jspec.
jaxa.jp/e/activity/ikaros.html och den amerikanska “Nanosail-D" http://www.nasa.gov/
mission_pages/smallsats/11-148.html 2010-2011.

Flera andra projekt ar i planeringen.
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| Gumtackt uppfanns nyligen ett alternativt koncept for solsegling med hjialp av den elektriskt
laddade solvinden, det elektriska solseglet:

http://en.wikipedia.org/wiki/Electric_sail
Detta tas sd pa allvar att en testutfard planeras i ett stort EU-projekt:

http://en.ilmatieteenlaitos.fi/press-release/121643
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VII1.3. Stimulerad och spontan emission

[Framst ur Alonso-Finn 11l sid 532]

Vi betraktar nu ett system av atomer med tva energinivder E; och FE5 (> F1) och ett omgivande
fotonsystem med energin hw = hv = FEy — Ej.

Antalet atomer i grundtillstdndet ar N1 och antalet atomer i det exciterade tillstdndet ar Ns:

E2 - N2

E1 Nl

Atomerna i tillstdndet F5 deexciteras med tiden om tillstdndet inte ar fullstandigt stabilt. Beteckna
sannolikheten per tidsenhet for att en atom i F5 deexciteras spontant Ao;.

Da galler naturligtvis
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= — A5 N 92
It 214V2 (92)

Narvaron av ett fotonfalt med energin = F5 — FE; gor det mojligt for atomer i grundtillstdndet att
exciteras till E5. Det ar naturligt att anta att excitationssannolikheten per tidsenhet ar proportionell
mot antalet fotoner med frekvensen v:

antalet excitationer/tidsenhet = b1oE(v) Ny (93)

Funktionen E(v) betecknar energidensiteten av tillstand med frekvensen v (sd for att vara exakt
ger ekvationen ovan energin X excitationssannolikhet).

Excitationssannolikheten per tidsenhet ar da

d N1
dt

= —blgE(V)Nl (94)

Dessutom kan det ndrvarande fotonsystemet stimulera de-excitation av elektroner i F5 (en foton
absorberas, tva emitteras).
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v~ el
Eq - Ny

Sannolikheten per tidsenhet for stimulerad emission ar dd naturligt av formen

d Ny
dt

= _b21E(I/)N2

De fullstandiga dynamiska ekvationerna ar

[ dN;
o = —b12E(V) N1 + [A21 Ny + ba1E(v) No|
{ dN
dt2 = @12ESE)N;—[ é21N2 + @21E£rl/)Ng ]
\ absorption ~ spontan em.  stimulerad em.
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| (statisk eller dynamisk) jamvikt géller

dN
=0 (97)
dt
sa
b12E<V)N1 = [Agl -+ b21E(l/)]N2 (98)

Om man vidare antar att nivderna fylls med termisk excitation enligt vanlig Boltzmannstatistik
galler

Ny ~ e F1/kBT (99)
Ny ~ e F2/kBT (100)
och darmed
% _ (By=By)/kpT _ hw/kpT (101)
Genom att satta in detta i ekv. Q8 fas
bioE(v)e™/FBT = Ay + borE(V) (102)
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Vi léser nu ut E(v) ur detta:

(blgehy/kBT — bzl) E(l/) = A21 (103)

b12 (ehy/kBT — b21/b12> E(l/) — A21 (104)
Ai2/b

— E(]/) —_= 12/ 12 (105)

eh/FBT — by /bio’

Men vi vet fran forra kapitlet att for fotongasen galler ocksa

B(v) = (106)

For att dessa tva ekvationer skulle vara konsistenta med varann kravs det uppenbart att

Aoy _ 8whu’

b12 63

ba1 = b2 (107)
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Fran den spontana emissionssannolikheten A5y kan alltsd de stimulerade emissionssannolikheterna
ba1, b1 berdknas! (Einstein, 1917):

As1 = spontan emissionssannolikhet

b12E(v) = bo1E(v) = stimulerad emissionssannolikhet
Fran ekvation [105] erhaller man dessutom ocksa direkt

A
21 _ _w/kpT _ q e"EBT  om hy >> kT (108)
b12E(I/)

och darmed

A21 > > ble(l/) om hv >> k‘BT (109)

For hoga frekvenser och laga temperaturer ar alltsd den spontant emitterade stralningen domine-
rande.

Den spontana strdlningen har stokastiskt fordelade faser eftersom atomerna emitterar spontant
oberoende av varandra.
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Den stimulerade strdlningen av daremot koherent eftersom varje atom stimulerats av samma foton
med konstant fas.

Antalet emitterade fotoner fran E5 per tidsenhet ar

(A21 + bglE(l/))NQ (110)

medan antalet absorberade fotoner i F5 av ar

b12E(l/)N1 (].].].)

Aoy + ba1E(v) No Aoy Ng Ny
= (————+1 ~ , omhv << kT 112
ble(V) N1 blgE(l/) )N1 N1 B ( )

hv << kT ar mojligt for mikrovagor vid rumstemperatur, daremot inte for synligt ljus som har
fotonenergier ~ 1 eV.

Emissionsraten > absorptionsraten om
Ny > Ny (113)
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Ny > Njp ar omojligt i jamvikt da

—Ne

No —(Eg—E1)/kpT (114)
N1

Men ifrdn jamvikt kan No > N7 och d& uppstar en laser eller maser. For att uppnd N > N; méste
man “pumpa’ in elektroner till det hogre tillstandet. Lasrar kraver alltsd populationsinversion!

Detta kan goras t.ex. med ett tre-niva-energischema, som i ett mojligast enkelt system skulle fungera
pa foljande satt:
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\ metastabilt

tillstand

grundtillstand
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VIl.4. Fasta amnens specifika varme

[Alonso-Finn 1l s. 536-, Mandl ch 6]

For det mesta behandlar vi under denna kurs gaser. Men det visar sig att man dven kan berakna
fasta amnens varmekapacitet utgdende fran gasekvationer!

Empiriskt galler att C for fasta amnen vid héga temperaturer &r 3Nk = 3R (Dulong-Petit)
medan vid ldga temperaturer

Cy=aT’+~+T —0d3T — 0 (115)

Den huvudsakliga rorelsen i fasta amnen utgoérs av vibrationer omkring atomernas jamviktslagen.
Om antalet atomer ar IN kan denna rorelse beskrivas som rorelser hos 3N harmoniska oskillatorer.

Om atomerna vibrerar i fas kan denna vibrationsrorelse iakttas som ljudvagor. Enligt ekvipartitions-
principen blir dd Cyy = 3Nkp.
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Om oskillatorernas vibrationsfrekvenser ar {wy} och vibra-
tionsrorelsen beskrives kvantmekaniskt ar den totala energin i
vibrationsrorelsen

3N
1
® o o o o o EZVO+Zhwk(nk+5) (116)
k=1
© <o -0 -0 -0 o | N .
= Vo + = h h 117
© <o -0 -0 -0 o O+2; wk+kz:; T (117)

~
konstant=A

[ o [ [ [ [ o (Lo .
Har ar A = grundtillstdndets energi.

Dessa vibrationskvanta kallas fononer. De dr analoga med fotoner i att deras antal inte bevaras,
och kan i likhet med fotoner tiankas bilda en gas (dock vaxelverkar de med varandra betydligt mer
an fotoner).

Fononerna kan beskrivas med Bose-Einstein statistik sa att det sannolika antalet vibrationskvanta
med frekvensen wy ar
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1
ehwk/kBT . 1

< N >=

Darmed fas for energin

— 1 hwk
k k

N
konstant

VI11.4.0.1. Fonongasens specifika virme

Vi berdaknar nu viarmekapaciteten for fononsystemet:

h
-t (1)
kpT?

- 1)

) ehwk/l{?BT

hwk/kBT _ 1]2

hw
= ks Z (kB;
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Vid hoga temperaturer kg’ >> hw; galler

hw
eMn/kBT ~ 4 R (122)
kpT
och man far .
3N 2 1+ —k 3N
hwy, EnT hwy,
Cv%kBZ( ) th :szl—l— (123)
v \kBT/ 1+ ’CB—]% —1]° k=1 kT
och om man annu approximerar bort den senare termen fdr man gransvardet for hoga temperaturer:
3N
Cv=kp» 1=3Nkp (124)
k=1

Detta ar Dulong-Petit lagen.

A andra sidan vid |3ga temperaturer Aiwy, >> kT — ar
ehwk/kBT >> 1 (125)
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hwk —hw k o
kBZ(kBT )2e Mk/FBT s 0ds T — 0 (126)

vilket visar att fonongasen uppfyller den Ill grundlagen!

En mer detaljerad beskrivning av C'y, kraver information om fononernas dispersionsrelation, alltsa
vad som ar w = w(k).

(For jamforelses skull galler for ljusvdgor den enkla dispersionsrelationen w = ck)

Dulong-Petit-lagen Cy = 3R galler for de flesta damnen vid rumstemperatur, men i slutet av
1800-talet upptackte Weber att diamants specifika varme redan vid rumstemperatur ar mycket
mindre an 3R, eller cy << 3kp.
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VIl.4.1. Einstens modell for det specifika virmet

Einstein forsokte forklara avvikelsen fran Dulong-Petit-lagen med ansatsen att alla fononfrekvenser
ar lika
Wi = WEg (127)

Detta leder till att summan oOver k i uttrycket for C'y ger en faktor 3N

hCUE 2 ehwE/k?BT
= k3N 12
CV BB <kBT> [ehwE/kBT _ 1]2 ( 8)
som man kan skriva enklare som
Oy = 3NkpE(T2E) (129)
vV = B kT
dar vi definierat funktionen
E(x) ez (130)
Tr) =
(er —1)?
Denna funktion beteer sig pad foljande satt:
(14 x)z?
—0: K — =142 —1 131
: O (131)
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z — 0o : E(z) — z°e " (132)

Alltsa leder detta helt korrekt till Dulong-Petit-lagen vid héga T (l13ga «), medan for laga T (hoga
x) erhélls

1
Cy ~ SNkBﬁe_hwE/ kBT (133)

vilket inte 6verensstammer med data: Cy = aT? + ~T.

Alltsd hade Einstein fel i denna harledning!
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VIl.4.2. Debye’s modell

For att komma vidare maste vi veta (eller anta) ndgot mera om fononernas egenskaper. | Debyes
modell betraktar man inte kvantiserade fononer, utan antar att gittervibrationerna ar klassiska vagor.

Temperatur i fasta amnen representeras av atomernas vibrationer omkring sina jamviktslagen.
Kollektiva atomara vibrationer upptrader som elastiska vagor: ljudvagor.

Ljudvagorna ar tathetsvagor av formen
pikr—iwt (134)
som satisfierar dispersionsrelatonen
w=ck=c2m /) (135)

dar ¢ = ljudets hastighet (i harda fasta dmnen typiskt av storleksordningen 1000 m/s).

Det finns en longitudinell och tva transversa vagor:

longitudinell: ® @ ® @ o —0— 0 000 -0 O o
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e O
transversell: % o +

Q+.Q

Den longitudinella ljudhastigheten ar ¢y, och den transversella cr.

+."1'.

Antalet moder i ett vagvektorintervall d°k ir (av samma orsak som for fotoner):

A’k Vd3k
Z (3P (2n)3

ked3k
Inom (dk + k, k) finns allts3 (2‘;)3k2dk47r moder.
D3
dw
w=ck = — = dk
c
sa vi kan skriva om tillstandstatheten som en funktion av w som
Vv 2 1
272 c3
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Det totala antalet ljudvagsmoder ar med beaktande av att tvd vagor ar transversella och en
longitudinell:

vV o, 2 1
dN, = —wdw|— + — 139
el + ] (139)

Det totala antalet vibrationsmoder i ett fast amne ar 3N, ty man kan inte ha fler oberoende
vibrationer an rorelsefrihetsgrader for atomerna i amnet. Darigenom bor

3N = / dN., (140)

Men uttrycket for dN,, ox w?. Detta innebir ju att om man integrarar detta 6ver alla w gar svaret
mot oandligt.

For att losa detta dilemma gjorde Debye ett enkelt antagande: att det finns en maximumfrekvens
wp (Debyefrekvensen) for vibrationer i kristallen. Detta antagande kan kvalitativt motiveras med
att vid 13ga temperaturer (som nu alltsa intresserar oss) dr det osannolikt att moder med hog energi
(och darmed hog frekvens) ar aktiverade.
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Den viktigare motivationen kommer dock fran att experimentella matningar ofta visar ett beteende
dar antalet vibrationsmoder sjunker kraftigt vid nagon frekvens:

Density of states glw)

Frequency (10" Hz)

Den streckade linjen ar Debye-modellens approximation.

Trots att overenstammelsen uppenbart inte ar perfekt, kan Debye-modellenas integral upp till en
lampligt vald Debye-frekvens dnd& anses ge ett ndgorlunda bra medeltal av den verkliga integralen

over ett mer komplicerat beteende. Darfor anvands Debye-modellen fortfarande brett inom manga
olika branscher av fysiken.
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Med Debyes antagande far vi alltsa

wD 2 1 “D 5 141
SN = / N 27r2[C’3 E] 0 dwa (141)
wBD/?)

Denna ekvation bestammer Debye-frekvensen wp:

5 18N 7? (142)
Wp = 2 1
V(@ + c_%)
Vi kan ocksa skriva
dN, = g(w)dw (143)
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dar vi introducerat funktionen

g(w) = 2 | CB + o O(wp — w) (144)
18N 2
i Vw% i
w?
g(w) = IN—0(wp — w) (145)
“p
dar O(x) ar stegfunktionen:
B 1 daz>0
O(x) = { 0 diz<o0 (146)

g(w) ger alltsd vibrationernas spektralférdelning.

VI1.4.2.1. Debyemodellens varmekapacitet
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Vi berdknar forst modellens energi

E = /OwD dwg(w)éﬁw[n(w) + %]

— konstant med de p3 T L IC)
— konstant med avseende pa + ) wehw/kBT—]_
9N ‘“’Dd fiww?
g 0 wehw/kBT_l
och darur varmakapaciteten
OE 9N [“D hww? h
Oy = 22— 3/ do— (et (o)
oT w, Jo (efw/kFBT — 1)2 kpT?
9h2N ij wD w4€hu.)/k2BT
o w
(kTB)2W%/0 (ehw/kBT_1)2
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Vi definierar nu vidare

h kT h
—w:x@wzim samtﬁzﬁj (151)
kpT h kg

dar 8p ar den s.k. Debye-temperaturen.

Med detta variabelbyte far man

9h2N ]{7 k: T 5 QD/T 4 x
= 5 (kpT) / da——° (152)
(kT)?w3, RO 0 (e — 1)2
T 5 Op/T 33'4698
Cyv = 9Nkp(— d 153
|4 B(QD) /0 x\(ex—l)% ( )
pAd_—1
dx et —1
p/T 4 0p/T 23
= + 4/ dx (154)
0 e — 1 0 e? — 1
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efD/T — 1 et — 1

Cy = 9Nk(%)3 {— (0p/T)" +4/00D/T dz v } (155)

Langre an dathar kommer vi tyvarr inte i analytisk form, men vi kan igen se pd hog- och
|agtemperatursgransvarden:

Vid hoga temperaturer ar

Op
— << 1 h 156
= ocC (156)
e’ —1~x (157)
sa man far
0p/T 3 0p/T 1 /70-\3
/ do—— ~ / dez’ = = <—D) (158)
0 e — 1 0 3 T
sa man far
T 3 ]_ QD 3 o
D

vilket ju igen ar Dulong-Petits lag. Sa vi far ratt gransvarde vid hoga T'.
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For ldaga T, T << Op:

Op/T 5133 00 2133
/ dx ~ / dx (160)
0 0

e* —1 e’ — 1
4
—15
och man far )
T 5 Op.4 _g 7, 4w
Cy - IN(—)kp | —(— D — 161
v = ON (ks |~ () e P 4 (161)
Den forsta termen inom klammern gar mot 0 dd T" — 0, sa kvar blir
9N 44 T\° 127*Nkp T _,
Cy =~ ke | — | = (—) (162)
15 QD 5 9D

S3 kontentan av detta ar att for ldga temperaturer forutspar Debyemodellen att Cyy T°
Detta forklarar det experimentellt observerade T"-beteendet!

(Vi far senare pd kursen en forklaring till den sista experimentella termen, Tl—beroendet).
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Alternativt till att rakna de nedre och Gvre granserna av

HD/T 5134833
d 163
/O e (163)

approximativt for sma och stora x kunde man givetvis ha gjort integralen numeriskt. Detta
kan man goéra snabbt med en “brute force” numerisk integrering dar elegans ersdtts med tatt
integrerings-intervall.

| koden motsvaras variabeln y av 0p /T

{\tt

awk ’BEGIN { dy=0.02; for(y=dy;y<500;y+=(dy>17dy: (dy>407dy*5:dy*20))) { \
dx=y/10000; \
I=0; \
for (x=dx;x<=y;x+=dx) I+=dx*x"4*exp(x)/(exp(x)-1)"2; \
print y,I \
} }’ > out.debyeint
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(awk &r ett kommando i Unix/Linux-system som har en enkel variant av programmeringspraket C
inbyggt).

Detta ger gransvardet 25.975... som Overensttammer med det exakta resultatet 47r4/15 =
25.975... och har formen:

w
o

IS
-
iy
[¢)]

N
3
N
[6,]
T

20

15

Debye-integral

10

1 1 1 1 1 1 1
0o 2 4 6 8 10 12 14
O/T

For att fa C'y som funktion av T'/0p ur detta bor man invertera x-axeln (for att integralen ar till
Op/T

{\tt
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cat out.debyeint | awk ’{ print 1/$1,$2 }’ > out.debyeint.inv
+

Varefter Cy/Nkp fas med att multiplicera datat med (7°/6p)?, vilket blir:

3-5_ I:“ T T T T I_CI;V T

. 4 3
30 12 /5 (T/6p)

25

20r

Cy/N kg

1.5

10F |

051 /

0'0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0.0 02 04 06 08 1.0 12 14 16 1.8 20
T/op

Debyetemperaturen har en central roll i fasta tillstandets fysik.

Forutom varmekapaciteten, kan man anvanda den till att harleda en férsta approximation for andra
centrala storheter, som atomers fluktuationer kring jamviktslaget.
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VIL.5. Boseidealgasen

Vi betraktar ett idealgassystem av partiklar med massan m som beskrivs av Bose-Einstein-
fordelningen.

_ 9k
k= e /kpT _ q (164)
o012
N — ny = —— (165)
="
Q =kgT Z ln[l — e('u_ek)/kBT] (166)
k

For fria partiklar giller € = p*/2m

For att utfora summan 6ver kvantiserade energitillstand

> (167)

k
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ar det fordelaktigt att ersdtta summan med en integral 6ver klassiska positions och impulsvariabler:
d’rd’p d?
Z / — P / d*r (168)
(2mh)3

Da energin for en idealgaspartikel ar e = p2/2m och inte beror av r kan volymintegralen omedelbart
utforas:

/ d’r=V (169)

sa kvar av summan over k blir

2.~ (27:1)3 / T (170)
k

Alltsa blir

Q = kgT /d3p In[1 — e(“_ep)/kBT] (171)

N, s’
47rfdpp2

(27h)3
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Vi gor variabelbytet

d
Zome= = de (172)
2m m
sa man far
p°dp = mdev2me (173)

| Crd’r osrs ett fel i att bidraget fra dtillstandet e, = 0 sk
steget Zk — f w3 8ors ett tel 1 att bidraget tran grunatilistandet €, = automatiskt
kommer att bortlamnas: integralen far inget bidrag frdn = 0 da integranden ar 0 dar.

Grundtillstdndets bidrag till €2 ar
ksT In[1 — e"/FB™] (174)

Storheten e"/*BT = 7 kallas systemets fugacitet” .

Q= kT ln(l — Z) + \/_772h3(k )/ deel/ ]n[l —e/kiBT] (]_75)

l.o.m. att 5 4
el/? — 37 e3/2 (176)

€

kan vi anvinda kedjeregeln for integrering (Duv = vu' 4+ uv’ = [w'v = /uv — [ wv’) och far
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for integralen

T2 2 [ d
Z? In[1 — ze_e/kBT] — —/ dec®? — In[1 — ze_e/kBT] (177)
0 3 3 0 de V]
1—ze—1€//€BT(_Z>e_€/kT(k1—3f1T)

Den forsta termen blir 0 och kvar blir

—e/kpT
= g7/ e feze/_jkBT (178)
Nu ser man att den senare delen av integranden ar ju summan av den geometriska serien:
i(ze_e/kBT)n = f: 2"e "/ kBT (179)
n=1 n=1
sd man far o 32 o
Q=kT In(1 — 2) — V3\/§w2h2 nz;l 2" [/ d€€3/2ene/kBT} (180)
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Kvar ar att rakna integralen

I = / dee®/2em</ kBT (181)
0
Vi gor variabelbytet
e = 2° = de = 2zdx = 2" *da (182)
och far
i 2
I :/ 22 dxe " /kBT (183)
0

For att berakna denna integral av formen

> 4 —aar:2
drx e (184)
0
noterar vi att detta
= — dxe (185)
do? 0
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och den senare delen ar ju bara en Gaussisk integral = %ﬁoﬁlm sa man far

a2 LR D

do? 2 5/2

och med att sdtta in o = n/kpgT fas med detta

I = 2/OO x4daze_m2/kBT — SX/E('ICBT)W2
0 4 n

Darmed ar
2 mB/QSﬁ 5/2 > Zn
Q= kT In(1 — 2) — 3\F g (kgT) J;nw
v<kBT><m’“BT>3/2
Har ar alltsa
5 — oH/kBT
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och far slutresultatet

och vi definierar n. = (
2mh?

n

Q= kT In(1 — 2) — VancZ(

5/2
Partikelantalet ar N = gg och
2" = nu/kgT
sa
0 . n 4, S %, 1
—z = z och specifikt form =1: —z = ——=z
(3/1 kBT &u kBT
Med hjalp av detta far vi
. n z"
N = —kT — VkgTn,.
1 — ( )kB + B ZkBTn5/2
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sd sammanfattningsvis

( oz z"
N = 1_Z+Vnczn3/2
X =t 0 (194)
| Q= kpT In(1 — 2) — VkBTncnz:; —7
Detta ar en implicit form for Bose-systemets tillstandsekvation
Q= —PV; (195)
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VIL.5.1. Den inre energin

For energin galler

€k
E = Z}; Npey = zk: ey (196)

Da €y = O faller grundtillstdndets term bort ur uttrycken for energin.

Nu ersatter vi igen

S - v / d’p (197)
- (27h)3 ~~

4 d

™ L29p

m+/ 2mede

Vm3/?
= 3o | vede (198)

Alltsa ar

Veede
\/_th:s /e(e—u)/k’BT 1
2\/_(k: T)5/2ZOO 2N

E — (199)

no/2
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Orsaken att vi kunde skriva ner svaret direkt ar att detta ar samma integral som upptrader i utrycket
for €2, integralen i ekvation [178|!

Z?’L

3
E =V (kpT)n. > —~7 (200)

n=1

Alltsd om man bortser fran noll-energitermen visar jamférelse av resultaten for E och €2 att

3
E=--Q=_PV (201)
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VI1.5.2. Tillstandsekvationen vid héga temperaturer:

Vi ser pa fallet dar fugaciteten z = e"'*BT 3 litet, d.v.s. w negativt och 1" stort eller alternativt
(o stort och negativt.

Da blir
n 2
z
N = Vn,. ~Vn,|z+ —— 202
—0
och
Q = kpT In(1 — 2) —VkgT Zzn VkT ey (203)
= n(l—=z)— Ne N — Ne lz4+——+ ...
—0 n=
dar vi tagit med termerna n = 1 och n = 2 i summorna.
Om vi nu anvander oss av partikeltatheten
N
n=— (204)
|%4
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kan man skriva ekvationen for /N enkelt som

2

Lt +. (205)
no_ .
Ne 24/2

Vi vill nu vdanda pa denna serie och istillet f& en serie av z som funktion av n/n.:

n n
= z=a1(—) + as(—)° + ... (206)

For att bestimma konstanterna «; satter vi nu in denna serie for z i uttrycket for n/n., men
behaller bara termerna av ordningen n/n, samt (n/n.)*:

n n n o
— = a1— + as(— ai(— 207
mulle b 2(nc) +2\/— 1( ) (207)
For att detta skall stimma ser man genast att man bor ha
1
a1 = 1lsamt ag = ——— (208)

2v/2
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Alltsd ar var serieuteveckling for z

n 1 n 5
z () - 2\/§(nc)

Insdttning av detta z i uttrycket for €2, ekv. 203] ger

Q= —VkT {” ! ()2 4
= — N —
B ne 242 ne 4\/_

(—)

VT {n 1 (n)2 }
= — Ne —
5 Ne 42 ne

=-—-PV

Men det galler fortfarande ocksa att
sd man far

N/V
e

PV = VkBTnC

f(_) -
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— NkpT[1 — 4—\/5(—) ]

(214)

Nu ser man att for n << n,. overgar Bose-gasens tillstandsekvation i den klassiska idealgaslagen.

Alltsa ar

kaT 3/2
Ne = )7
271 h?

en kritisk tathetsparameter for giltighet av klassisk statistisk mekanik.

Vidare ser man ur
n

PV = NkgT|1 L
= NEpT[l = =) = ]

att Bose-gasens tryck ar mindre an den klassiska idealgasens tryck!
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VII1.6. Bosegasen vid laga temperaturer

[Mandl 11.6]

Mest intressant ar Bose-Einstein-gasen dock vid ldga temperaturer.

Vi skriver
z = 2"
N:l_Z+VnCZ:1n3/2 (217)
=N, + N, (218)
dar vi definierat
Ny = antalet partiklar i grundtillstdndet (219)
N, = antalet partiklar i de exciterade tillstandena (220)

(221)
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Vi pdminner oss om att p alltid &r < O for en Bose-Einstein-gas (jamfor kapitel VII.1). Vi betraktar
nu uttrycket ovan for exciterade tillstdnd V., alltsa

N, =~ 2" mkgT > eHn/kpT

Ne _ 3/2 €
VvV nCZnS/z = ( 27 hi2 ) Z n3/2 (222)

Vi tanker oss nu att man skulle kyla ner en dylik gas vid konstant N., V' (kom ih3g att om man
bara anvander integralen ar Ny = 0). Detta innebdr att N./V maste vara konstant, och allts3
ocksd det hogra ledet konstant. For att I" sjunker, maste summan i ekvationen ovan Oka. For att
summan skulle 8ka, maste e"™*BT ska, och d3 v < 0 dirmed p /T 6ka. Alltsd maste p oka. Men
@ maste ju hela tiden vara negativ. Alltsd betyder detta att 1 — 0. [Paakkari 12.2, Mandl 11.6, Landau-Lifshitz
s. 180 och ekv. 56.5]

D3 pu — O leder detta till att z — 1.
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Alltsd innebar detta att da 1" — O galler

2. 2" <01 3
Z n3/2 N Z n3/2 (5) (223)
n=1 n=1

dar vi kdnt igen att summan ar definitionen pd Riemanns zeta-funktion:

.1
C(z) = Z — (224)
n
n=1
Fran tabeller (eller ett simpelt dataprogram) far man latt att

g(g) ~ 2.612 (225)

Antalet partiklar i de exciterade tillstdnden blir begransat av

3
Ne < Vne((5) = Ninas (226)
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Tank oss nu att vi skulle ha ignorerat Ny hela vagen. Da skulle N = N, och villkoret ovan skulle
vara N < Noaz. Men N,pq0 Sjunker ju med temperaturen, sa detta skulle saga att vid ndgon kritisk
temperatur borde partiklar bérja forsvinna fran systemet. Detta skulle vara en renodlad paradox!

Losningen ar givetvis den explicit utsatta termen N, som foérklarar vad som sker: om partikeltalet i
gasen N overstiger N,,q. maste N — N, partiklar vara i grundtillstandet!

For att se vad detta betyder skriver vi ut n.:

Nonar = VEG) (22 (227)

Man ser att N,,q. Sjunker med T3/2. Om man allts3 kan kyla ner ett bosonsystem s3 att IV
bevaras, kommer forr eller senare partiklarna att tvingas i grundtillstandet. Denna effekt kallas
Bose-Einstein kondensation!
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Antal partiklar 1

=
-
\2
S
=

- AN e - - - __ __
ﬁ exciterade tillstand
=
g, Antal partiklar
= i grundtillstandet
=
<
|
TO T

Notera betydelsen av termen kondensation har: detta innebar att partiklarnas energi ar 0, alltsa
att deras rorelsemangd “kondenseras” till 0. Detta ar alltsd inte samma sak som konventionell
kondensering dar gas overgar till vatskal

l.o.m. att alla eller de flesta atomer i ett BE-kondensat ar i samma kvanttillstdnd (grundtillstandet),
kan de anses bilda ett enda kvantmekaniskt objekt, som kan anta makroskopiska dimensioner.
Darmed har de manga mycket exotiska egenskaper.

(En mycket bra mer allmannfattlig presentation av detta &r vid

http://www.colorado.edu/physics/2000/bec/ ).
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Kondensationstemperaturen 1j fas ur

N = Nmaw = V({(=
(el

) 2/3
T 2mh n
: 0 p—
mkp \ ¢(2)

For T < T() ar N = N() -+ Nmaac(T)

ForT' > Ty ar N = N,

Npaz = V(=
(GG
9
N = V{(=
\ CH)
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Alltsa ar

Nnax _ (2)3/2
N To

(231)

och

T
No =N — Npas = N[1 = ()" (232)
0

Alltsd okar antalet partiklar i grundtillstandet snabbare an linjart da 1" — O.

A
5 Nfeo— — — -
2 |
é ‘\_ Antal partiklar
= . 1 grundtillstandet
: 1
< I
' >
TO T
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Tillstandsekvationen for T < Tpy:

zn

3 (0. @]
E = EV?’LC(kBT) ; —~7 (233)
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VI1.6.1. Bose-Einstein-gasens virmekapacitet

Nu raknar vi forst varmekapaciteten for omradet

T < Ty med approximationen : z ~ 1

D& ar
3 > 1
E = _Vn(ksT) > —7
==
= ¢(5) ~ 1.341
5} kaT 3/2 5 ka 3/2 5/2
—V k
(kBT)C) () = SV (kp)¢ () (k) 2T
varur fas
Cy = —T°"" = —Vn.k —
vEom = (B)C( )(2 h2) 5 TV BC(2)
Alltsd ar

Cv o< T3/? (T < Tp)

Termofysik, Kai Nordlund 2013 IEI E @ E IEI

(234)

(235)

(236)

(237)

(238)

93



Ovanfor Ty ar

U=3pV o SkyTN{1 — —2 4+ .}
B a2n,
3 d n’T
Cy = “kpN—{T —
v 2 b dT{ 4\/§nc+ }

For att gora derivatan mast vi komma ihag att n. o T3/2.

Vi deriverar termen med T'/n. med kedjeregeln for en produkt T' X 1/n.:

nT 1 dn.

= SkpN{1 - " (— 1y
2 F 42, 42 n2dT
3nc
2T
—Sk N{l n n 3 n }
2P 42n,  8/2n.

—Sk N{l—l— 1 n+ }
—23 8\/§nc
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Detta ar uppenbart
3
> §kBN (244)

sa var berdkning forutspar en form kring Ty pa

CyA .
kg ———— — = = -

T, T

T.ex. Flytande He : m = 6.65 107 %* g, V' = 27 cm®/mol vid 1 atm.
Detta ger Ty = 3.18 K.

Experimentellt har man observerat T,,, = 2.19 K vilket ar tamligen nara vart estimat om man
tanker pad att vi gjorde ganska grova approximationer langs med vagen.
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Experimentellt 4r ocksd Cy ~ In |T — T)| vilket ar en liknande form som vad vi berdknade, men
har en skarp singularitet vid T}.

pecific heat (in Jg K
Iy T
| T

0 1 2 5 4

Temperature T K

Systemets £ = U = %PV, sa vi far for trycket (jfr. ekvation [214| och 233)

( oo n

LT 3 z T>T
2 —RKB1 N ’ 0
p==- gp=JV “— nb/2 (245)

3
kBTn0<(§)7 T < TO

\

Termofysik, Kai Nordlund 2013 EI E @ E EI 96



Notera att under Tj ar trycket oberoende av volymen! Detta ar en drastisk avvikelse fran klassiskt
idealgas-beteende, och f.6. ocksa fran beteendet i alla normala vatskor och fasta amnen!

P A

\ Isoterm

>
4

Vo

Har har den kritiska volymen V[, bestdmts genom att I6sa definitionen pa 7| (ekvation [228)) med

avseende pa V:
onh? [NV
T
Ty = ( ) (246)

m\ ¢(3)
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VI1.6.2. Typer av Bose-Einstein-kondensat

Som ovan antyddes har BE-kondensation uppnétts i flytande He (ett av de mest framstadende labben
att forska i detta i varlden ar kdldlabbet i Otnas). Detta gjordes redan for tiotals &r sedan.

Mera nyligen har BE-kondensation uppnatts i verkliga gaser som kyls ner av lasrar. Sddana gaser
masta ha |&g densitet, annars skulle de helt enkelt 6vergd i fast form. Om t.ex. avstdndet mellan
atomer skulle vara ~ 1000 A, skulle n = 1/1012 A= D3 kan man uppskatta att den kritiska
temperaturen ar

2/3

27k n
= = 0.4uK (247)

"7 mks ¢(3)

Detta ar ratt storleksordning, och orsaken till att det ar sd svart att erhdlla Bose-Einstein-
kondensation i gaser: att kyla ner ndgot till nanoKelvin ar inte latt precis...

Elektrisk supraledning forklaras med att det orsakas av elektronpar-bosoner, som bildar ett Bose-
Einstein-kondensat.
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Vad har du atminstone lirt dig i detta kapitel?

e Du kan harleda Bose-Einstein-distributionen och kanner till dess fysikaliska innebord

e Du kanner till Plancks lag for svartkroppsstralning och dess historiska och nutida betydelser
® Du kanner till hur Plancks lag och lasrars grundprincip hanger ihop

e Du kanner till Debyemodellen och kan rakna med den

e Du kanner till Bosegasens lagtemperaturegenskaper och hur detta leder till Bose-Einstein-
kondensation
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