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L Introduktion

Termodynamik vs. Statistik mekanik

| 2

>

En gas bestar av ett stort antal atomer
Termodynamiken beskriver gasens jamviktstillstdndet med ett fatal
tillstandsvariabler

En fullstandig atomistisk beskrivning skulle krdva enorm mycket fler
variabler
o 3N + 3N variabler, N ~ N4 = 6.02 - 10%

Overflodigt med information om systemets mikroskopiska tillstand
for att beskriva systemets makroskopiska tillstand!

Statistisk mekanik: betrakta vilka tillstdnd som dr mest sannolika
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|—Mikro- och makrotillstand

Myntkastning
» Kasta ett mynt 4 ganger
» H=krona (Heads), T=klave (Tails)
» 16 mojliga utfall

HHHH
THHH HTHH HHTH HHHT

TTHH THTH THHT HTTH HTHT
TTTH TTHT THTT HTTT

TTTT

HHTT

Mikrotillstand
Varje enskilda konfiguration kallas for ett mikrotillstand
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Postulat
For ett system i jamvikt ar varje mikrotillstdnd lika sannolika

Myntkastning, fortsattning
» Varje konfiguration lika sannolik, HHHH lika sannolik som HTHT

» Vad vi ar intresserade av ar t.ex. hur manga H:n och T:n vi totalt
far, och inte de specifika konfigurationerna

» T.ex. hur ofta far man 2 H:n och 2 T:n, ett makrotillstand for
systemet

Makrotillstand

Ett och samma makrotillstand kan realiseras av flere olika mikrotillstand.
Makrotillstdndet berdttar ndgot om systemets makroskopiska betingelse
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|—Mikro- och makrotillstand

Postulat

Av alla makrotillstand ar det makrotillstand som observeras det som
realiseras av de flesta mikrotillstand

Myntkastning, fortsattning
» 5 olika makrotillstand

» Det sannolikaste utfallet ar att man far 2 H:n och 2 T:n, det
makrotillstandet har flest mikrotillstand
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» Q(x) ar statistiska vikten och ger antalet mikrotillstand for
makrotillstand x



Myntkastning, fortsattning
» Med 4 mynt ar alla 5 makrotillstdnd ganska sannolika. Hur blir det
da antalet kast okas?

» Om vi gor N kast, pd hur ménga sitt kan man fa n H:n (och dirmed
N —n T:n)? Dvs. hur manga sddana kombinationer finns det? Svar:

%) = = = ()




Myntkastning, fortsattning
» T.ex. med N = 100 kast far vi

- N 100! o
Antal konfigurationer med 50 H:n : Q(50) = Eote0l = 4-10
- N 100! o
Antal konfigurationer med 53 H:n : Q(53) = A 3-10
100!

Antal konfigurationer med 100 H:n : ©2(100) = Toolol =




Myntkastning, fortsattning
N =10
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Myntkastning, fortsattning
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Myntkastning, fortsattning
N = 1000
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Myntkastning, fortsattning
N = 10000
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Myntkastning, fortsattning
N = 100000
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I—St:irlings approximation

Stora tal ar jobbiga

» Att behandla fakulteter av stora tal blir snabbt obekvamt
» Logaritmen av ett stort tal &r mera hanterligt
o t.ex. In(Na) = 54.7549

» Betrakta darfor In(n!)

» Detta utryck kan approximeras med mycket anvandbara Stirlings
approximation

Stirlings approximation

Inn! =nlnn —n+ O(lnn)




» £ =100 ger Inz!~363.739 och zlnx—x ~ 360.517

» x = 1000 ger

Inz! ~ 5912.128 och zlnz — x ~ 5907.755
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|—Statistisk definition pd temperatur

Statistisk definition pa T’

» Betrakta tva system som kan utvaxla energi endast med varandra,
inte omgivningen = totala energin konstant £ = E; + Ej.

E, E,

Q, Q,

» L&t system 1 vara i ndgot av de totalt ;(E;) mikrotillstdnden, och
system 2 i ndgot av mikrotillstanden med energin FE5: Qs(FEs2).

» Hela systemet &r i nigot av de Q4 (E1)Qs(F>) mikrotillstdndena

» Makroskopiska jamviktstillstandet som observeras dr den som
maximerar mikrotillstdndena

» Den mest sannolika energifordelningen ar den for vilket
01 (E1)Q22(FE>) maximeras

p - dinQ;  dIn€y
ag, Cu(E)R(E) =0 = —p= = —m
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Statistisk definition pa T’

» Den mest sannolika energifordelningen ges av

din€;  dnQy

dE, dEs

» Det som ju blir lika for tva system i termisk kontakt ar
temperaturen!

Statistiska temperaturens definition

1 dln Q)

kT P~ dm

Entropin S
» Notera, att vid jamvikt maximeras €2, Q5 eller In ; + In Q9

» Storheten S = kg In () ar entropin. Vi far % = g—g




- LVDWIG
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|—Statistisk definition pd temperatur

Termodynamikens 2:a huvudlag

» Partiklarna och energin i isolerade system distribueras pa sa satt att
systemet hamnar i det tillstand (eller mycket néra det) dar Q
maximeras

» Eller: eftersom det finns sa dvervaldigt manga mikrotillstand for
Q = Quax ar sannolikheten att hitta systemet i ndgot mikrotillstand
som motsvarar ett annat makrotillstdnd férsvinnande litet

» Systemet kan sdgas strdva mot jamviktstillstandet, men det ar helt
enkelt en foljd av den Svervaldigande sannolikheten och inte en
"medveten” process

> O — Qax ©InQ — InQpax

Termodynamikens 2:a huvudlag

Entropin i ett isolerat system kan endast 6ka och antar d3 systemet natt
jamvikt sitt maximala varde




Hur berdkna termodynamiska storheter?

1. Bestam ) for systemet

2. Berdkna entropin S = kp In 2 och skriv den som funktion av
energin E

3. Berdkna temperaturen % g}g

4. Fran den anhdllna T =T(E,...), l6s ut E = E(T,...)

5. Berikna Cy = (a_g)v etc.
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Exempel: statistisk beskrivning av tva-niva paramagnet

» Alla material reagerar pa nagot satt pa yttre magnetfilt B, ty varje
partikel (atom/molekyl) kdnner av ett vridmoment p.g.a B som
forsoker fa partikelns magnetiska moment g att riktas i
magnetfiltets riktning

o Analogi: Kompassnalen i en kompass

» En paramagnet ar ett material dir magnetiska momenten riktar sig
parallellt med ett yttre paslaget B = materialet magnetiseras

B # 0:

i

» Energin: E=—u-B
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Exempel: statistisk beskrivning av tva-niva paramagnet

» Klassiskt kan p vara riktad at vilket hall som helst m.a.p. B
o t.ex. kompassnalen

» For atomer/molekyler dr kvantmekaniken mera korrekt och siger att
endast vissa riktningar ar tilldtna

» For spinn-1/2 partiklar &r endast tva riktningar tillitna: parallellt
med faltet ("upp”) och antiparallellt med filtet (" ner")

> Lit B = Be., p = pe,, p| = —pe;
» Energierna for upp- och ner-tillstdnden: ey = —puB, €] = uB

» Magnetfiltet ger en energetisk Energi
preferens for upp-tillstandet: '
kravs en energi 2uB att vanda +pBt+ — "Ner"

ett moment fran 7 till |

‘F‘B | ”Upp”
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Exempel: statistisk beskrivning av tva-niva paramagnet
» N partiklar, N = Ny + Ny = N = N — N;

» Totala energin E = ;N3 + ¢ N| = uB(N — 2N;) konstant
= Ny = 3(N - %)

uB
1 _ds _ k N-&
_7 ™ H 4 a0 __ B I3
> 0 NT,N, Stlrlmg:>T—dE—2uBl Nt

v

Loser ut E = E(T,...) = E = —NuB tanh (SuB)
Magnetisationen M = jy Ny + p N| = —£ = Ny tanh (BuB)

v

tanhz
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|—E><empel: paramagnet

Exempel: statistisk beskrivning av tva-niva paramagnet
» Betrakta magnetisationen dd =z = guB < 1
> tanh:c:xf§+~~
» Magnetisationen M = Nptanh (BuB) ~ Npu(x — I—; +--0)
» M~ Y28 g3 5B < 1

Detta dr (Pierre) Curies lag for paramagneter!

v

v

For x — oo :tanhax — 1 = M — Ny dvs. alla magnetiska moment
riktade langs med magnetfiltet




Magnetisationen for radikalen DPPH

osf
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(o Exempel: paramagnet

Negativ temperatur
» Entropin for tva-niva paramagneten (n = E/NuB)

S/Nkg =1In2 + %(n— 1)In(1 —n) — %(n+ 1)In(1 + )

> % = % dvs. temperaturen blir negativ da n > 0!

» T = oo: hélften av partiklarna |, T' < 0: mer an halften | = ett
system med T' < 0 ar mer energetisk dn ett med 7' = oo

» 7' < 0 mojligt endast da energin har ett dndligt storsta varde

e KT
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(o Boltzmannférdelningen

Problem..

» Aven om den statistiska metoden som beskrivits fungerar i princip,
blir den mycket svartillampad i praktiken

» Orsak: mycket svart att bestimma €2 for mera komplicerade system,
endast ett fatal exempel kan Isas analytiskt

» Ofta ar vi inte intresserade av ett isolerat system, utan ett system
som vaxelverkar med ett varmebad

» Eller: intresserade av att fixera T' men inte
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|—Boltzmannfiirdelningen

System i jamvikt med varmebad

» Betrakta ett system som bestar av ett varmebad med temperaturen
T samt ett litet delsystem.

» Totala systemet ar isolerat fran omgivningen

T 0

» L3t delsystemet bestd av en enda partikel som har ett visst antal
tillatna energinivaer, och 1t energin da partikeln ar i tillstandet s

vara F
» Anta att det for varje energiniva finns endast ett mikrotillstand, dvs.
QDS(ES) =1

» Totala energin fixerad: £ = Eyg + Es, Eyg > F,
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System i jamvikt med varmebad

» Uppgift: Vad ar sannolikheten att hitta partikeln i tillstdndet s d&
delsystemet &r i jamvikt med varmebadet med temperaturen T'?

> p(s) =7
» Da partikeln &r pa nivan s har den energin E. Varmebadet dr d3 i
ett av mikrotillstandet med energin E — E;. Sannolikheten for detta

Ar
_ Qve(E — Es)Qps(Es)

Qror

p(s)
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System i jamvikt med varmebad
» Eftersom E > E, kan vi expandera InQy g(F — Ej)
> f(x) = f(xo) + (& — m0) ' (x0) + 3 (z — x0)?f" (w0) + - -
» | detta fall f(z) =InQ(z) och z = F — E;
» Vi expanderar kring F eftersom £ — E; ~ F, dvs. zp = E

» Detta ger
dn Q(x) 5 d?In Q(x)
WQE = E,) = WQE) = By— == | o+ Bl |
dlnQE) ,d®nQ(E)
= InQ(EF)-FE E;
n ( ) S dE + S dE2 +
2 dp

InQE) - EB+ F2°2 4 ...
nQ(E) BrE
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(o Boltzmannférdelningen

System i jamvikt med varmebad

» Negligerar termer av hogre ordning
Q(E — E;) = P UE)=E:B = (E)eF-P
» Sannolikheten blir da

Q(E)e Bs8

p(s) = Qror

dvs. p(s) o e Bsh
» Sannolikheten ir proportionell mot Boltzmannfaktorn =%+

» Betecknar normalisationsfaktorn med 1/7







» p ar en sannolikhet = totala sannolikheten att hitta systemet i
ndgot tillstand maste vara 1

1= p(5) =3 %e—BE(S) _ % S B
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(o Boltzmannférdelningen

Medelvarden
» D3 vi vet sannolikheterna for de olika tillstandena som delsystemet
kan vara i, kan vi berdkna medelvardet for nagon egenskap X

o Betrakta t.ex. ett fall dar delsystemet har tre olika energinivaer:
Eo=0¢eV, E1 =4¢eV, E; =7 eV och det finns 5 atomer i
delsystemet. Lat tva vara i grundtillstandet, tva i 4 eV tillstdndet och
en i 7 eV tillstandet

o Medeltalet for energin:

0eV-2+4eV-24+7eV- 1
5

2 2 1
.24 .2 Lz
0eV 5+ eV 5+7e\/ 5

(E) =

Eopo + E1p1 + Eaps

Medelvardet

(X) = 3 X()n(s) ZZX e



Termodynamiska storheter

» Alla termodynamiska storheter kan berdknas fran
partitionsfunktionen Z!

> T.ex.

olnZ 0%InZ
G = ’“BTH oT )V”( o7 )V]
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(o Boltzmannférdelningen

Exempel: tva-niva paramagnet
» Fran tidigare hade vi e = —puB och €| = uB
» Partitionsfunktionen

Z = Z e PBs — g=Per | o=Pe — oPHB | ¢=BrB — 9 cosh(BuB)
S

» Sannolikheten fér "upp”-tillstdndet: p; = Le P = LefnB
och fér "ner”-tillstdndet: p| = Le % = Ze=PnB

» Energins medelvarde

B
(E) = ES Esps = etpr +€p) = % (—ePHB 4 e P1B)
—5 BuB _ ,~BuB
- 2 cosh(3uB) (e =€ ) = —pB tanh(SuB)

» Samma som tidigare (for en partikel)!
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Degeneration
» | flera fall &r energinivaerna degenererade, dvs. det finns flera
oberoende tillstand for varje energiniva.

» Exempel: viteatomens energinivier ges av

~ —13.6eV

E,
n n2

For varje huvudkvanttal n finns det dessutom kvanttalen
1=0,1,...,n—1samt m = —I[,...,l. Vateatomens tillstand
beskrivs av dessa tre kvanttal (vagfunktonen ty;.,),

» T.ex da n = 2 &r tillstdndets energi £ = —3.4 eV, och det finns
fyra oberoende tillstand med denna energi: Y200, Y211, Y210, Y211




—13.6 eV]
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(o Boltzmannférdelningen

Degeneration

» Betrakta da en modifierad viateatom som endast har tva forsta
energinivderna. n = 1 har ett tillstand, medan n = 2 har fyra men
med samma energi. Detta maste tas i beaktande dd@ man berdknar Z

» Partitionsfunktionen ar summan av alla tillstand:
7 = 2676E5 — ¢ PEL 4+ e PE2 4+ e PE2 4+ e PE2 4+ e PE2
S

= e PP+ de7PB = g(Br)em P + g(Bp)e P2

Degeneration
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