V1. Reella gaser
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VI.1. Reella gaser

[Mandl s. 195-200, se ocksa Landau-Lifschitz S 75, 76]
Den klassiska idealgasens tillstdndsekvation ar

NkpT
p—_"5
-

(1)

Denna kan betraktas som den lagsta termen i en Taylorserie- utveckling av tillstandsekvationen for
en reell gas:

%4
Denna serieutveckling kallas virialutvecklingen

P(T) = 2T (1 + B+ (3) cm+ - ) @

Koefficienterna B,C,... kallas gasens virialkoefficienter.

Den “forsta” virialkoefficienten A(T) = 1 ger idealgaslagen, som dd kan ses som en
|dgtathetsapproximation for reella gaser.
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Virialkoefficienterna beror av formen pd molekylernas vaxelverkningspotential i en reell gas.
Bestammandet av virialkoefficienterna var en av den klassiska statistiska mekanikens huvuduppgifter.

For att bestamma virialkoefficienterna maste man forst berakna gasens partitionsfunktion da

j (8F) h F=—ksTInZ (3)
- lay/t °° — —hetin

7 = Z e_ek/kBT; (4)
k

€x: gasens energitillstand.

For en klassisk gas med N partiklar som vaxelverkar med parvaxelverkningar galler

2 2 2
e — D1 + P> 4. _|__-|-V(r1—r2)—|—V(r1—r3)—|-—|- -+ V(rn_1,rn)  (5)
2m 2m
N pg N
PSP .
i=1 1,7=1
1<
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dar vi betecknat

Vij = V(ri —rj) (7)

P.g.a. symmetriskal galler det ocksa att denna potentialeenergi inte kan bero pa vektorn r; — r;
utan enbart dess absolutbelopp, avstandet mellan de tva atomerna r;; = |r; — r;|. Alltsa

Vij = V(ri —r;) = V(ry) (8)

Summan over energitillstdnden ersatts nu med

d3p1d3r1 d3p2d3’r2 dBdeB’rN
I e ey )
- h3 h3 h3

d3p'
_ N i N 3
_ / A / Y, dbr, (10)

Om partiklarna har identiska fysikaliska egenskaper och darfor inte kan skiljas fran varandra leder
en permutation av partiklarna inte till ett skiljt fysikaliskt makrotillstand.
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Vid integrationen integreras over alla positioner for t.ex. partiklarna 1 och 2 inklusive dem i vilka
1 och 2 har bytt plats. For att undvika dubbelrakning av partikelsystemets energinivder maste
partitionsfunktionen darfoér divideras med antalet permutationer av N partiklar:

N (27h)3
Om vi betraktar detta en stund ser vi att den vanstra delen bara beror pa hastigheterna, den hogra
bara pa potentialenergierna. S3 vi kan faktorisera detta i tva delar!

N
1 d’ 2 v
Z = — [ 2P v /2kaT] /d?”rl...d?’rNe_ 2-i<j Vij /R BT (11)

Dessutom har vi tidigare pa denna kurs visat att

d3p

p2/2kaT _ (
(27h)?

12
27 h?2 (12)
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sa detta kan skrivas som

7 = et @ @2
=Zp
dar vi definierat
Qn = / d>ri...d>rye” i< Vii/kBT (14)

@~ kallas konfigurationsintegralen.

Nu ser vi hur faktoriseringen fungerar: Zp ar utrycket for en idealgas partitionsfunktion, vars
beteende vi kdanner val. For reella gaser dterstdr att bestimma () y som beror pa vaxelverkningarna.
Om man lyckas bestimma den kdnner man igen den reella gasens alla termodynamisk egenskaper!

For att checka att pastdendet ovan stdmmer kan vi hdrleda P(V,T") for en idealgas med V;; = 0.
Da ar

Qn = /d3r1...d3rN =vY (15)

VN kaT)3N/2

Zz' eal —
deat = (G

(16)
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Fiq = —kpT In Z;gea (17)

VN ml{:BT)?)N/Q

Darmed fas
P=—(—)p = 4+kgTN—V = 19
(Gy)r = +hsTN 3 v (19)
PV = NkgT! (20)
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VI1.1.1. Berdkning av konfigurationsintegralen

V(rij)

For en gas vars molekylara vaxelverkan har kort
rackvidd och som ar s3 tunn att partiklarnas
medelavstand ar mycket storre an rackvidden

galler
\/ k V;
<<1 21
</€BT> (1)
och
fij (rij)
- e Vii/FBT ~ 1 (22)
K g Darigenom ar f;: Vij/*BT _ 1 en liten
/ storhet for stora (7de flesta) r-varden.
K Notera att detta antagande fungerar bra enbart
for en gas, och darmed ar resten av detta kapitel

direkt relevant bara for gaser.
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Man kan da utveckla konfigurationsintegralen ) n pa foljande satt. Vi hade alltsa
Qn = /d3r1...d37°Ne 2.i<j Vij/kBT (23)

Exponenten har allts3 en otrolig massa (IN?) termer, och man integrerar 6ver 3N dimensioner. For
att komma vidare skriver vi om summan som en produkt med hjilp av regeln " = e%e®):

QN:/d T1.. d"“NH Vij/ b5 T (24)

1<J _fzj+1

QN = /d3T1...d37’N H(l + fU) (25)

i<j
Denna produkt har givetvis lika manga termer som tidigare. Men nyttan av denna operation ser
man genom att arrangera om termerna i produkten.
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For att se hur detta later sig goras betraktar vi nu liknande produkter for sma N explicit:

N =2 H(l + fi;) = (1 + fi2) (26)
N =3: H(l + fi;) = (14 fi2)(1 + fi13)(1 + fa3) (27)

1<J

1+ fiz3 + fo3 + fi2 + fiofiz + fi2fos + fizfes + fi2f13/28)

Ur detta ser man att for godtyckligt N kan man alltid arrangera om termerna i foljande form:

QNZ/d37’1---d37’N{1 + (fie+ fis+ ...+ fyv-1n)

+ (fiefis+ -+ fN—2NfN-1.N)
+  (fiefisfia + ...)
+ ...}
(29)
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:/d?’rl...d?’TN 1—|—Zfij‘|‘ Z fiifu + ... (30)

1<J 1<7,k<I

Termerna blir allt svarare att berakna men ocksa allt mindre!

Summa Schema Beskrivning
@ .' P @9
— ® 0o,° Alla partiklar utan vaxelverkan — motsvarar idealgasen
@ ® o ®
@ e o @
@ .' P @9 . .
E ° o ': fij: en tvapartikelvaxelverkning
1<J ° o '. )
@ .' P @9 . -
E ° o ': fij fri: tva tvapartikelvaxelverkningar
1<j,k<l ° o x ®
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VI1.1.2. Forsta korrektionen till idealgasresultatet

Vi betraktar nu de tva forsta termerna, idealgastermen och den férsta korrektionen:

Qn /d3r1...d3rN 14+ > fij (31)

1<J
QNZ /dgrl...dngl—I—Z/dgrl...dgm\rf(ri,rj) (32)
1<J
=V 4 /d3r1...d3rN {f(ri,r2) + f(ri,rs) + ... + f(ri,r;) + ...} (33)

Nu kan vi forenkla detta avsevart. Man kan plocka par av molekyler (i, 5),7 < j pd N(N —1)/2
olika satt.

Vi antar vidare att alla molekyler dr av samma typ, sd f(rs,r:) = f(ry,r,) for alla viarden pd
(s,t) och (u,v) (om inte, kunde man dela upp summan i delar efter molekyltyperna, och efter det
fortsdtta som nedan). Darmed kan de olika termerna i summan sammanslas och vi far

N(N — 1)

Qn = VY + / & dry {f(r1,12)} (34)
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Nu 3r integranden oberoende av 5 - - - rx, och dirmed ger dessa N — 2 integraler V¥72 s3 vi far
1
_ N L _ N—2 3 . 3
QN—V +2N(N 1)V /d ’I"1d T2 &'1,1‘2) (35)
e_v(rl’rQ)/kBT—l

Vi vet fran ovan
V(ry,re) = V(|ry — ra) (36)
och byter nu integrationsvariabel fran rq, ro till r{, r dar vi definierat

r=71; — Ty < dre = d°r (37)

(minustecknet dr betydelselost da vi integrerar over hela 3D-rummet) och far

1
Qv = VY + o N(N - Y2 / &y / B (ry — rp)[V(r2D/ABT_q)(3g)

J

Ve

=V
47T/drr2[e_v(r)/kBT — 1]
\ gr_[z J

Termen I, kallas klusterintegralen. D3 integralen i dess definition ar Over det interatomara

Termofysik, Kai Nordlund 2008 El E @ B EI 13



avstandet och potentialen frdn en atom till de andra, ar det uppenbart att I, ar oberoende av N
och alltsd en intensiv storhet. Den ar alltsd en funktion av 1" men inte N eller V:

I, = I,(T) (39)
Vi far vidare I N(N — 1)
Qnv =V" [1 + SRS VI2] (40)
1 N?
~ VY14 5712] (41)
F— kTl (TR A (42)
I VI W 2V 2

_ eprm Y (MR TN LA (43)

TN 2 ) TP T T ey

idealgasresultat!

Vi ser alltsd att fria energin bekvamt nog &ar en summa av idealgasresultatet och
vaxelverkningstermen!
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Om I, &r litet - dvs. potentialen &r svag, kan vi vidare approximera In(1 + x) =~ = i F och far

kT N?
Fe~Fy,— —— T 44
d 5 v L2 (44)

OF  NkgT kgT N?
ov. VvV 2 V2

Men och andra sidan definierade vi tidigare P som en Taylorutveckling med de tva forsta termerna

P = —

P (45)

P

_ NEkgT { N ] (46)

14+ —B(T
v + 1, B(T)

Jamforelse av dessa tva ekvationer ger sambandet mellan den Il virialkoefficienten och den intermo-
lekylara potentialen:

I
B(T) = —Z2 = o [ drr? | VV/RBT _ g (47)
2
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VI.2. Van der Waal’s gasekvation
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VI1.2.1. Harledning av Van der Waal’s gasekvation

Vi anvander nu konfigurationsintegralen for att harleda Van der Waal's gasekvation.

En typisk molekylar vaxelverkan har en hard kdarna och en lang attraktiv svans.

V( v l])

/ rij

To
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En vanlig potentialmodell ar Lennard-Jones-potentialen:
v =1e{"* - &} (48)
r r

Den attraktiva delen oc 7% kan hirledas fér oskillerande
dipoler bade klassiskt och kvantmekaniskt. Den repulsiva delen

o ' har ingen speciell motivation, men har visat sig ge en
stark repulsion som ofta fungerar bra.

Denna potential kan approximeras med

Vi(r) ~

{ +oo T <1 (49)

—vo(0)® > 1

dar vi definierat g = o som den approximativa potentialens
minimum (inte exakt LJ-potentialens minimum som ir 2*/641)

< [«[O]>] pp]
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For denna approximativa potential galler
I, = 47‘(‘/ drr2[e_v(r)/kBT — 1] (50)
0
Nu kan vi dela integralen i tva delar, av vilka delen for r < rg blir enkel ty e = 0:

TO O 6 6
I, = —47‘(‘/ drr® —|—/ d’rrz[evoro/r "BT _ 1] (51)
0 0

e — r
.3
0

wl—

Vid hoga temperaturer ar
Vo

kgT
vilket motsvarar alltsd fysikaliskt att temperaturens kinetiska energi-ekvivalens dr mycket storre an
potentialens minimum - materialet ar alltsd i gasfas.

<< 1 (52)

Darmed

’Uo’l“g

7”‘6]€BT

6, 6
knpT
GUOTO/T B ~ 1 +

(53)

Termofysik, Kai Nordlund 2008 El E @ B EI 18



Alltsa

00 2 3 3
I, ~ _4_7TT§ + 47Tv07“8 drr _ —4i7’8’ + 4w vory
3 kBT 0 ’1“6 3 3 kBT
och darmed
kT N2
F~Fy———1I,
2V
p_ OF _ NkgT _ kT N*
oV % 2 V2o
_ NkpT  N°kpT [ 4rm 4 N 47 vory
Vv 212 3 % 3 kT

NkgT N N°kgT 21 5 N?2mvery
— ro —
1% vz 3% v2 3

Omarrangemang av termerna ger

P+

N2 (27‘(’(}07“8) _ NkgT |:1 N 27 3i|

ZAE v | Ty
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(56)

(57)

(58)

(59)
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Med att anvdnda Taylor-serien 1/(1 + x) = 1 — x 3t omvanda héllet kan vi skriva om detta i
formen

alN? NkgT

P+—5) =" (60)
genom att definiera
2m 2 147
a = ?rgvo b= ?7“3 = 5?7“8 (61)

Ekvation ar kant som Van der Waals potential! Vi har alltsd harlett en makroskopisk till-
standsekvation fran kdnnedom av en mikroskopisk interatomar potential.

Detta innebar att man alternativt ocksd kan, om man kanner till gasens tillstandsekvation och
att den foljer bra Van der Waals form, sluta sig till mikroskopisk information om dess molekylers
vaxelverkningar: vy och rg.

ro kan anses vara 2 X molekylradien
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VI1.2.2. Lennard-Jones potentialens vibrationsfrekvens

Vi harleder nu ocksd vibrationsfrekvensen for LJ-potentialen.

V(r) = 4e[(3)” = ()] (62)

Vi vill se pa sma forflyttningar frdn energiminimum, sd vi maste forst bestamma vad det ar:

o 1202 N 60° 0 (63)
or s’ rl

Division av detta med 60° /7 ger

 —1=ry=02"%~1.120 (64)

For detta varde ar

o1? o0 1
4012 206

V(rg) = 4e [ — = —461 = —e€. (65)
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En liten forflyttning fran energiminimum ar

men vi vet ju redan att

oV 1 oV
V(ro+46) = V(ro) + 5(8—ro) + 552(8—?“0)2’

oV
V(rg) = —esamt — =0

o

For att f3 den andra termen anvander vi
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87“8 65

Y

9%V o [ o2 600
4 —12 +
r13

7

512 56
=4€ |12 13— — 6 - 7T—

,r.14 7"8
e 26—012 706
= s
0 0 0

< [«[O]>] pp]

(66)

(67)

(68)

(69)

(70)
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Med insattning av rg = 2165 fas

0’V 24e 1 7 24¢ [6 T2€
5 — .2 26— 5| = "2 |o| T 2 (71)

org o 4 2 re L2 o

och alltsa e
€
V(Vo+6)=—e+-6— (72)
2 T4
1 2726 1 2 726

T T TR o (73

Alltsd kan LJ-potentialen betraktas for sma vibrationer kring energiminimum som en klassisk
harmonisk oskillator:

1
V =V, + Emw2x2 (74)

dar .
2€
2
mw - = 7h
o (7%)

Detta ger ytterligare ett sambandet mellan méatbara storheter (w) och mikroskopiska parametrar (e
och o).
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VI1.2.3. Fenomenologisk motivation for Van der Waal’s

[Mandl kap. 8, Landau-Lifshitz S 84]

Vi gor nu en alternativ, fenomenologis harledning av Van der Waals tillstandsekvation, som kanske
ger klarare fysikalisk insikt i funktionsformens betydelse.

|dealgaslagen ar ju

PV = NkgT. (76)

som allts3 galler for icke-vaxelverkande partiklar som alltsd har en véaxelverkningspotential V' () = 0.
Men vi vet att verkliga interatomara potentialer har féljande form:
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V(r)

molekylar
vixelverkningspotential

hard kirna
/

/ attraktiv svans

| :

Vi skall nu fundera pd hur man kunde ur denna form harleda sig till korrektioner till idealgaslagen.

Vi har vasentligen tva huvuddrag i potentialen: en hard karna och en attraktiv svans, och vill beakta
dessa pad nagot satt.

Pga. molekylernas harda karnor ar den effektiva tillgangliga volymen per molekyl mindre an V.
Detta kan beaktas genom att ersitta V' med V' — V. i idealgaslagen. Parametern V. ar proportionell
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mot antalet molekyler X den uteslutna volymen per molekyl:

V. ~ Nb. (77)

Den attraktiva langdistansvaxelverkan mellan molekylerna minskar gasens effektiva tryck, vilket kan
beaktas genom att ersatta P med P + P. i idealgaslagen.

Korrektionstermen P, ar da proportionell mot antalet molekylpar:

1
P.~-N(N-1)~—. 78
NN = 1) ~ = (79)

Konventionellt skrivs
P. ~ —a, (79)

dar a ar en konstant.
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Den pa detta satt modifierade tillstandsekvationen blir

(P + ]‘\/[—za)(\/ — Nb) = NkpT. (80)

som ju ar Van der Waals tillstandsekvation. For sma tatheter overgar Van der Waals ekvation i
idealgaslagen, som sig bor enligt idealgasens definition.
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VI1.2.4. PV-fasdiagrammet for Van der Waals

Isotermer av denna tillstandsekvation ar av foljande form (hogre temperatur hogre upp):

1soterm

» —
\/\krmsk punkt: g—‘}; = i}; =0
oV
~_____— kritisk isoterm
V
g-‘—li > 0: omdjligt

Van der Waals-lagen har en kritisk isoterm, som motsvarar den kritiska punkten. Denna isoterm
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kannetecknas av att den har en inflexionspunkt. Den kritiska punkten bestammes av att

NkgT IN?a

OP
(aﬁT:_WCJ%P+ i = 0 (81)

(a?P) _ 2NkgT  6N’a
ave’t T (V = Nb)3 VA

Losning av dessa ekvationer ger den kritiska punkterns koordinater som

T.=——, V.=3Nb, P =——. (83)
27 b

Om dessa ar experimentellt kanda, kan parameterna a och b bestammas!

Den fysikaliska inneborden av den kritiska punkten ar att vid temperaturer hégre an den existerar
inte gas och vatska som skilda faser. Det latenta varmet for fastransitionen blir noll, och genom att
fara omkring den kritiska punkten kan man kontinuerligt 6vergd fran vatska till gas.

Vid T' < T, kan vatska och gas existera som atskiljbara faser.
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For 6vrigt ar materialets beteende komplicerat kring den kritiska punkten och fluktationerna kring
jamvikt stora.

Van der Waals-lagen kan skrivas i en helt allman form, genom att utnyttja dimensionslosa variabler:

P 1%
T =—, P =—; V =—. (84)
T P. Ve

Uttryckt med dimensionslosa variabler blir Van der Waals-lagen

3

%4

(P'+ —)(3V' —1) = 8T". (85)

Eftersom denna lag inte har ndgra amnesparametrar galler den for alla gaser! Sddana tillstand i olika

system som har lika virden av P’, V', T kallas korresponderande tillstdnd. Den allminna versionen
av Van der Waals-lagen kallas darfor ocksa lagen for korresponderande tillstand.

For temperaturer under den kritiska temperaturen har Van der Waals lagens isotermer tva extrema,
ett minimum och ett maximum.
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Den del av en sdadan isoterm som ligger mellan de tva extremalpunkterna beskriver inte ett
jamviktstillstand, ty i detta omrdde vore gasens kompressibilitet negativ:

1 oV
= ——(=—)r < 0. 86
k== (55T < (86)

| detta omrade bor Van der Waals-isotermen darfor ersdttas med en horisontell rat linje, som
beskriver jamvikt mellan vatska och gas.
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Linjen bor dras sd att den fria energin vid dess dandpunkt ar oberoende av om den berdknas langs
isotermen eller langs den rata linjen. Vi funderar nu pa vad detta innebar:

Langs en isoterm ar ju d1T" = 0sd dF = —SdT — PdV = —PdV . Alltsa:

F(V3) = —/ PdV = —/ PdV (87)
kurva ratlinje

Termofysik, Kai Nordlund 2008 El E @ B EI 32



F(Va)iuren = F(V1) —/ PdV (88)

kurva

F(VQ)rétIinje p— F(Vl) — (V2 — Vl)P; (89)
Linjen bor da dragas sa att
V2
(Vo — V)P = PdV (kurva). (90)
1

Detta innebar att ytorna ovan och under kurvan bor vara lika storal

Tillstanden pé linjen representerar ett system som skiljt sig i tva separata faser (vitska och gas)
I jamvikt. For varje isoterm ger den rata linjens vanstra anda vatskans volym och den hogra
andan gasens volym. Detta berattar alltsd vad volymerna av de respektive faserna ar langs med
fastransitionskurvan:
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Pressure P —

()

Sublimation
curve

Melting curve

. hical
Solid Critical point C
2 Liquid
Triple paint
riple poin Y
// Vapour pressure curve
- ’[
/ 3. Vapour
/

Temperature T —=

Fig. 8.4. Phase diagram of a one-component system possessing

one triple point only.

Van der Waals-ekvationens beteende sammanfattas i féljande bild:
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—— 1soterm

Termofysik, Kai Nordlund 2008

N/
Maxwell- \
konstruktion: OP

areorna lika oV

Vv

> () : omojligt

2
iy oP J°P
kritisk punkt: W T 5" 0
oV
~_ __— kritisk isoterm
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VI.2.4.1. Van der Waals-kurvorna for vatten

For vatten ar T, = 374 °C, P, = 22.06 MPa och V. = 3.11 cm®/g = 56.0 cm®/mol.

Van der Waals-konstanterna for vatten, bestamda med hjalp av T, och P, ur ekvationerna ovan, ar
5.537 bar L?/mol samt 0.0305 L/mol.

T T I I ' l I
| — T=T,-125°C
sl :
swol [} 1 molvatten — T=Tc-100°C 1
il T=T,-75C
",.'\\ ......... T=T,-50°C 4
i "I‘ \\ """"" T= Tc - 2500
300 | i\ T=T.=374"CH
—_ N I
a ~'\..'~ ~~—., "\‘ ------ T = TC + SOOC ]
& N T=T,+100°C
= HE B
200 - \.-‘.:.- -
100 |
0 |

50 100 150 200 250

V (cm3)
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300

350

Till vénster ar P (V') plottat for dessa van der
Waals-konstanter:

Fran bilden kan man gora nagra observationer:

- V. stammer inte Overens med det experimen-
tella vardet

- For T' < T\, — 100 blir hela gasekvationen up-
penbart ofysikalisk: den férutspar negativa varden
pa P!

Hirmed ar det uppenbart att van der Waals
tillstdndsekvation bara ar en approximation av
verkligt vatten.
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