Il. Termodynamikens statistiska bas
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Il.1. Termodynamikens statistiska bas

Erfarenheten visar att vissa tillstdnd for makroskopiska system som ar tilldtna enligt energiprincipen,
aldrig iakttas. En gas av molekyler fyller t.ex. alltid ett utrymme jamnt och det intraffar aldrig att
alla molekyler skulle samlas i blott en del av det tillbudsstdende utrymmet:
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jamn partikelfordelning

- jamviktstillstand
- ofdrandrat

ojamn partikelférdelning

- ojamviktstillstand

- Overgar snabbt genom

en irreversibel process

till ett jamviktstillstand

med jamn partikelfordelning

(ANIMATION ~knordlun/undervisning/termo/sim /jamvikt/: notera tidsskalan!)

Det tillstand i vilket molekylerna ar jamnt fordelade verkar statiskt ur ett makroskopiskt perspektiv.
Ur ett mikroskopiskt perspektiv verkar systemet dock agiterat men de mikroskopiska molekylara

rorelserna kan inte urskiljas.
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11.1.1. Makrotillstand och mikrotillstand

[Jfr. Mandl 2.2]

Jamuviktstillstandet hos ett makroskopiskt
system kan beskrivas med ett mycket litet
antal makroskopiska variabler sdsom T,V,P,E osv.

Ett ojamviktstillstdnd kraver mycket fler variabler, t.ex. den lokala partikeldensiteten n(r):
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/d3rn(r) — N osv. (1)

dar N = antalet partiklar i systemet

Beskrivningen av ett systems mikroskopiska tillstand, vare sig systemet ar i makroskopisk jamvikt eller
inte, kraver enormt mycket fler variabler: t.ex. de momentana positionerna och rérelsemangderna,
hos alla systemets partiklar:

{rlapl; s, p2; s, P3, "'rNapN} (2)

N ~ N4 =6.02-10% (3)

antalet mikroskopiska variabler ar 6N

(3N positions- och
3N rorelsemangds-
variabler)
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Varje “makrotillstand” motsvaras i allmanhet av ett stort antal mikrotillstand

samma makrotillstand; olika mikrotillstand

11.1.1.1. Exempel: spinnsystem

For att ta ett matematiskt enkelt exempel dar antalet tillstdnd kan berdknas explicit betraktar vi
ett spinn-system (molekylara dipoler)
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{hi} (4)
dar spinnena ar slumpmassigt riktade.

Systemets energi ar fran grundlaggande elektrodynamik

N
E=— Z 1 - B B : yttre magnetisk induktion (5)
i=1

Om dipolernas spinn-kvanttal dr 1/2 (t.ex. elektroner) dr de p.g.a. kvantmekaniska effekter antingen
parallella eller antiparallella med faltet. D3 reduceras de maojliga energivardena till

T uB (6)

och vi behover inte befatta oss med vektorprodukten.

Lat antalet dipoler i faltets riktning vara n sa att antalet motsatt riktade dipoler ar N — n. D3 ar
E = —p[nB — (N —n)B] (7)
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— uB[N — 2n) (8)

Varje dipolkonfiguration utgor ett mikrotillstdnd. Varje n-varde specificerar ett makrotillstand.

Vi betraktar nu explicit alla méjliga mikro-tillstdnd i fallen N =2, N =3 och N =4

Systemstorlek  spinnkonfiguration n Q(n) = antal mikrotillstand
for makrotillstandet n
N =2 T 2 1
THAT 1 2
1 0 1
N=23 TTT 3 1
TTL T LT 2 3
TLLLTL LT 1 3
L 0 1
N =4 117 4 1
TITLITLT T ATTT 3 4
TTLLTITLTUHTAITTLITIT LT 2 6
THLITLLILTL LT 1 4
IR 0 1
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Har ar det viktigt att inse att p.g.a. grundlaggande kvantmekaniska principer ar tillstdnd som har
samma n identiska ur makroskopisk synvinkel sett. Man kan alltid utbyta tvd godtyckliga dipolers
tillstdnd om det inte leder till ett forandrat makrotillstdnd. Den makroskopiskt betydelsefulla

storleken &r bara totala antalet mikrotillstand Q2(n).

Alltsd har t.ex. fallet N = 4, n = 3 fyra stycken makroskopiskt identiska mikrotillstand.
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Fordelningen for N = 4 som funktion av n ser ut som:

Q(n) A
6
4
|
|
01 2 3 4 n

jamviktstillstand for B =0
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Jamviktstillstandet dr (for B = 0) uppenbart det makrotillstdnd som motsvaras av det storsta
antalet mikrotillstand.

Ovan berdknade vi 2(n) for hand for de sm3 vardena pd N som betraktades. Lat oss nu gora
berdkningen for ett godtyckligt varde pd N.

Om antalet dipoler ir N ir det totala antalet mikrotillstand 2% .

Lat oss nu for exempels skull berdakna antalet mikrotillstdnd for fallet N = 4, n = 2. Vi har nu tva
dipoler som bér ha spinn ner. Den forsta av dessa kan befinna sig i vilken som helst av de 4 olika
dipolerna. Men efter att man placerat det forsta nerspinnet ndgonstans, kan den andra bara placeras
pa 3 olika platser. Men ordningen av de tva dipolerna har ingen skillnad (p.g.a. utbytesprincipen som

beskrevs ovan). 2 dipoler kan ordnas pd 2! olika sitt. Darmed f&r man att antalet mikrotillstand for
fallet N =4, n = 2 ar

TR ©)

vilket stammer med den explicita berakningen i tabellen ovan.
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Nu kan vi generalisera detta fér antalet mikrotillstdnd for godtyckligt IV, n. Antalet sitt att ordna

spinnena for att fd ett makrotillstand n ar

N X (N —1) X -+ X N-—(n-1)
T T T
alternativ alternativ alternativ
for nerspinn 1 for nerspinn 2 for nerspinn n

och p.g.a. utbytesprincipen skall detta alltsd divideras med n! sa vi far

Q(n):N(N—l)... N—(n—-1) N B (N)

n! - n!(N—-n) \\n

dar vi i slutet anvander notation bekant fran sannolikhetskalkyl.

Jamviktstillstandet for B = 0 ar givetvis n = N/2:

N
(52

%) =

(10)

(11)

T.ex. for N = 4 far man Q = 4!/(2!)? = 24/4 = 6, medan fér N=100 far man (om man har
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en raknemaskin som kan behandla sa stora fakulteter)

Q) = 100891344545564193334812497256 =~ 1.0089 x 10’ (12)

Uppenbart ar det obekvamt att behandla sdhar stora siffrors fakulteter med explicit berdkning.
Darfér harleder vi nu en bekvam approximation med vilken man kan behandla dem enklare, och
anvander den for att se pd formen av 2(n) for stora N, n.

Vi harleder forst Stirlings approximation:

For stora N galler

InN!'=Inl1+In2+.. +InN (13)

N
~ / drlnx (14)
1

:/?ivacln:c—az (15)
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= NInN - N+1

~NInN — N

Eller ssmmanfattningsvis:

InN!=~ NInN — N Stirlings approximation

Nu kan vi vidare skriva
InQ(n) =In N! —Inn! — In(N — n)!

~NInN—-N-—-nlnn+n—(N—-—n)ln(N—-—n)+ N —n
= NInN —nlnn — (N —n)In(N —n)
och for jamviktstillstdndet vid N /2 far vi

N _ N N N
In2g = NInN —2—In—=NInN—-—NIn—=NIn|{—— ) =N1In?2
2 2 2 N/2
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Parentes:

Nu kan vi testa approximationen mot den exakta berdakningen for N = 100 som gjordes ovan. Man

far alltsa
In QO,N:lOO = 1001In2 = 69.3147 (23)

medan
In1.0089 x 10% = 66.78 (24)

Alltsa ar relativa felet i logaritmen ungefar 4%, vilket inte 4r sd illa om man tanker pa att 100 dnnu
ar ett relativt litet tal.

Vi kan nu vidare anvanda oss av Stirlings approximation for att uppskatta bredden av fordelningen

Vi kommer att behova Taylor-serieutvecklingen
L,
ln(l—l—ac):ac—gac + .- (25)

For att uppskatta bredden betraktar vi en liten forskjutning av n med € frdn mitten: n = % + €
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och far med insattning i ekv.

an(g—l—e) ~ NInN — (g—ke)ln (g—i—e) - (%—5)1n (g—a) (26)

— NInN — (g +e)ln (gu + 2—;)> - (g —¢)ln (gu - 2—;)> (27)

NinN— o) [ mY i (142 A X m (1-22)] (28)
— — (— S S — (— — S n S
n 5 g n 5 \n N ; 5 g n2 \ N ;
2 4¢2 2 4e2
_ TN 2nN2 | T N aNZ

N
:NlnN—E[an——— — e— (29)
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N 22 4¢? 4¢?

= NInN—NIln—+———=NInN—-NInN In24+— 30
N "y TN TN N N +Lzlngo’+zv (30)
och alltsa slutligen
nQ = Iny 25 (31)
n 4| _—
"N
Genom att ta exponenten pad bada ledena fas
2
Q ~ Qoe /N (32)

som alltsd galler d3d € < N/2. Men ser latt att detta dr en starkt sjunkande funktion; redan for
e = N/10 fas ju e AN/100 oo 5y otroligt litet om N > 100.

Vi kan nu ocksd berakna halvvidden I' pa distributionen genom att losa ekvationen

1 2
58 = Qe *e2/N (33)
for €9 N
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och far

N
1_‘:282:2\/?1112: N ln2 (35)

Det viktiga har ar att halvvidden I' o« v/ N'!

For stora N-vdrden dr 2(n) en skarpt pikad funktion av n omkring n = N/2.

Q(n) A
Qyr———————-

\
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Om N ~ 10%? 3r halvvidden i praktiken 0!

Aven om detta exempel ir for det enklaste mojliga fallet, visar det sig att dven mer komplicerade
system (som t.ex. en gas) har samma kvalitativa beteende: for stora IN &r antalet tillstand som i
praktiken besoks mycket snav, och halvvidden ar proportionell mot v/ V.

11.1.1.2. Statistisk vikt hos mikrotillstand

Vi gor nu ett grundlaggande antagande att

sannolikheten for att ett system skall iakttas i ett vist makrotillstand dr propor-
tionell mot antalet mikrotillstand som ingar i makrotillstandet

Enligt ovanstdende exempel dr det mycket osannolikt (P ~ 1/+/IN) att ett isolerat system skall
lakttas i ett ojamviktstillstand.

Antalet mikrotillstdnd som ingar i ett givet makrotillstand kallas makrotillstandets statistiska vikt
och betecknas (2.
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Tillstdndets statistiska vikt kan betraktas som en funktion av makroskopiska variabler som E,V,N,

Generellt galler att jamviktstillstdndets statistiska vikt ar enormt mycket storre an 6vriga makrotill-
stands statistiska vikt.
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11.1.2. Statistisk jamvikt och entropi

Den statistiska mekanikens utgdngspunkt ar alltsd antagandet att alla mikrotillstdnd har samma
a priori sannolikhet. Detta antagande kallas den ergodiska hypotesen. Man kan abstrakt antaga
att ett system under sin historia genomloper alla mikrotillstdnd i tur och ordning (abstrakt for
att i praktiken sdg vi att redan ett system med ndgra hundra partiklar skulle krava flera ganger
Universums livstid for att gora det i verkligheten).

Observation av systemets makrotillstdnd leder dd med storsta sannolikhet till att det ar i det mak-
rotillstdnd som motsvaras av de flesta mikrotillstdndena. Systemets mest sannolika makrotillstdnd
kallas dess statistiska jamviktstillstand. Antalet mikrotillstand som ingar i ett givet makrotillstand
kallas tillstandets statistiska vikt. Jamviktstillstandet har den storsta statistiska vikten.

Som namnet anger, ar det frdga om en hypotes: i det allmanna fallet kan man inte matematiskt
bevisa att antagandet giller. Men i specifika enkla fall kan den bevisas matematiskt, och framférallt
sa visar ett mycket stort antal fysikaliska observationer att antagandet galler i de flesta praktiska
situationer.
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Om ett isolerat makroskopiskt system kan indelas i tvd delsystem 1 och 2 som vaxelverkar svagt,
kan den statistiska vikten for det kombinerade systemets tillstand skrivas som en produkt

Q= Q10 (36)

Om E och V for delsystemens
tillstdnd ar E,, V7 och E5, V5
Q, Q, galler for det kombinerade systemet:

E = Eq1 + Eo,
V =V + Vy,

Q(E,V) = Q(E1, V1)Q(E,, Va) (37)

Det ar bekvamare att arbeta med additiva variabler an med multiplikativa variabler. D3

Q=00 (38)
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galler
InQ2 =1nQ; + In Qs (39)

Logaritmen for den statistiska vikten ar m.a.o. en additiv variabel for makroskopiska system. Denna
variabel kallas entropi: S

S ' =1nQ (40)

Av historiska skal brukar entropin anges i enheten kp. Darfor definieras entropin S konventionellt
som

S =kplnQ, (41)

dar

kp = 1.38066 x 10" *J/K = 1.38066 x 10 erg/K = 0.00008617¢V /K (42)

Orsaken till detta ar att man pd 1800-talet inte insdg entropivariabelns dimensionslosa natur.
Entropin kan betraktas som ett matt pad ett systems grad av ordning - ju mindre ordnat desto
sannolikare ar ett tillstdnd och desto storre ar entropin.
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11.1.2.1. Termodynamikens |l grundlag

D3 alla isolerade system i praktiken stravar mot sitt jamviktstillstand, vilket ar det tillstdnd som har
den storsta entropin, kan vi formulera termodynamikens Il grundlag:

Entropin i ett isolerat system kan endast 6ka och antar dd systemet natt jamvikt sitt
maximala varde

(Entropin ar ett av de mest (miss)brukade rent fysikaliska termerna i popularvetenskap och vardagligt
bruk. Det ar givetvis helt kul fast lite nordigt att t.ex. konstatera att entropin nar sitt maximum
cirka klockan tva pa natten under en sits pd amnesféreningen Spektrum.

Varre ar det da t.ex. kreationister anvander entropiargument for att forsoka bevisa att de komplice-
rade biologiska system som mojliggor liv inte kunde uppstd spontant. Detta argument grundar sig
atminstone i sin triviala form pa en total missforstdelse Over entropi-begreppets definition: entropi
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maximeras nodvandigtvis bara i slutna system, vilket ju biologiska system verkligen inte ar, da de
bl.a. kan uppta energi fran solljus och kemikalier i omgivningen...

Av ungefar samma orsak ar det ocksd mojligt att stada upp Spektrums klubblokal morgonen efter

festen... )
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11.1.3. Statistisk definition pa temperatur

Entropibegreppet mojliggdr en statistisk definition av temperatur som inte avhanger av idealgaster-
mometern

Betrakta tva delsystem 1 och 2 som tillsammans bildar ett isolerat system:

1 2

E\+ E,=E (43)

S = S(FEy) + S(E2) (44)

| jamvikt ar S = max! Alltsd bor det galla:

ds ds dS;  dS
0= — =1y (45)
dE dE, dE, dE;
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dS dS; dE
_ Go1 , G030t (46)
dEy  dE>dE;

och da
dFE>
dFE+

och darmed
dsS dSy dSo

= - =0 (48)
dE ~ dE, dE,
ds, dS
— | = (49)
dE,  dE,

For att tva delssystem skall vara i jamvikt bor deras entropiers energiderivator vara lika. Detta kan
generaliseras till att for att ett system skall vara i fullstandig jamvikt

ds
—— = konst. (50)
dE
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Denna derivata bor tolkas som

(55)... 2

alltsd energiderivata vid konstant volym & partikeltal.

r=(3e)... e

Jamvikt mellan tvad system kraver ur var vardagliga erfarenhet

Definiera temperaturen som

Ty = T, (53)

vilket med denna definition pa temperatur naturligt féljer fran harledningen av ekvation

Om temperaturen mats i grader giller att entropin mats i kp-enheter.

Om [S] = kp — [;] = [kEB] — [T]CB] = [E] (54)
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Om tva system inte ar i jamvikt galler att

o 45 _dsi, dss (55)
dt  dt dt

0SS, O0FE, 0S2 . OFE> 0S1. 0E, 0S5 OE, OFE;

=G5 50 65, B = G a0 6E) gB, a) ©
1 1. 0E;
= (= 7)) (57

Nu ser vi att:

Om T, > T, — (221) <0

energi (vdrme) strommar
fran det varmare till
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det kallare delsystemet.

Om Ty < Ty — (221) > 0

varme strommar igen till
det kallare delsystemet!

11.1.3.1. Temperatur ar en positiv storhet: 17" > 0

Betrakta att isolerat system som kan tankas vara indelat i ett flertal delsystem 4:
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1]
- Ei, picym, m;

Energin for ett av delsystemen kan skrivas

(58)

dar man tanker sig att delsystemet utgor en kollektiv translationsrorelse med rorelsemangden p;.
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Om det fullstandiga systemets tyngdpunkt ar i vila galler

Z p;i =0 (59)

Entropin kan skrivas
2

p.
S=> Si(E)=> SET = 60
> Si(B) =35 ) (60
Betrakta nu vad hiander om vi skulle ha ett system men negativ temperatur i jamvikt. D3 galler
(oberoende om vi betraktar delsystemet eller hela systemet): Om T < 0 = g—}g < 0 p.g.a.

temperaturens definition.

Detta betyder att entropin okar med minskande energi eller argument. Men systemet vill ju maximera
sin entropi (p.g.a. det statistiska argumentet, som 4r oberoende av temperatur) si detta system
skulle strava mot minsta inre energi. Den minsta inre energin motsvarar maximal kinetisk energi hos
tyngdpunkten. Vidare kravs ju for ett system i jamvikt att varje delsystem har samma temperatur
som hela systemet.
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Ett system med negativ temperatur skulle alltsa omvandla sin inre energi i varje delsystem till
kinetisk energi, som da den totala impulsen ar 0, skulle innebara att systemet flog i bitar. Ett system
med T' < 0 dr m.a.o. inte stabilt!
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1.1.4. Tryck

[Mandl s. 47]

Vi betraktar igen ett system med tva delsystem, men tanker oss nu att vaggen mellan del 1 och del
2 ar rorlig. Nu bevaras Ni och N5, medan E och V' kan forandras tills jamvikt nas.

1 2

For detta galler givetvis:
V=Vi+V,
E = E1 + By
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S =S(V1)+ S(Va)

Vid jamvikt bor S ha maximerats med avseende pd V', och vi kan skriva liknande som ovan da vi
harledde temperaturen:

oS 051 0520V,

0 = — 61
oV oV; * oVo 0V, (61)
0S4 0Ss

(avl )E1,N1 (8V2)E2,N2 ( )

Alltsd far vi resultatet att for att tvd delssystem med fri volym skall vara i jamvikt bor deras
entropiers volymderivator vara lika.

Definiera

Detta ar den statistiska definitionen pd tryck. Jamvikt i ett system forutsatter att trycket overallt
ar lika (och ocks3d som vi sett tidigare att temperaturerna ar lika).

Trycket ar liksom temperaturen i jamvikt en positiv variabel: P > 0. Om P vore negativt skulle
entropin Oka vid kontraktion (0S/0V < 0), vilket skulle leda till att systemet omedelbart skulle
kollapsa inat!
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(ANIMATION ~knordlun/undervisning/termo/sim/negativP/ 1)

Sedan kan man dock nog notera att man inom materialfysik rutinmassigt behandlar system med
negativa tryck, som visserligen stravar att kollapsa men forhindras gora det av nagon yttre kraft.
Men dylika system ar inte i jamvikt, sd det finns ingen motsagelse med definitionen ovan.
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11.2. Jamvikt i ett delsystem
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11.2.1. Energi i delsystem

Betrakta ett litet delsystem av ett omgivande makroskopiskt system:

Det omgivande systemet antas vara sa stort

Makroskopi skt
system

Litet
delsystem

att delsystemets eventuella forandringar inte
kan paverka dess egenskaper. A andra sidan
ar ocksd delsystemet sd stort att det kan
behandlas som ett termodynamiskt system.
Delsystemet kan vaxelverka med omgivningen
genom att utbyta energi och partiklar eller
oka sin volym etc. Det omgivande systemet
kallas varmebad (“heat bath)” och antas vara i
jamvikt vid en temperatur T.

Antag att delsystemets mojliga energitillstand ar

By < Bo < B3, < ... < B < ...

(64)

Om det totala kombinerade systemets energi ar Fy och delsystemets energi ar E, ar varmebadets

energi g — E,.
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Sannolikheten for att delsystemet skall ha energin E,. ar proportionell mot antalet mikrotillstand i
varmebadet som har energin Ey — E'T:

pr = konstant X Qo(FEg — E,) = konstant X eS2Fo—Er)/kp (65)
dar 25 och Sy ar storheter for varmebadet, alltsd det makroskopiska systemet forutom det lilla

delsystemet.

Da varmebadet ar mycket storre an delsystemet kan man bra anta att
E,. << Ey— E,. (66)

Da kan man med hjalp en Taylor-utveckling skriva

0S
Sy(Eo — E,) ~ S5(Ey) — E, (a—];) +... (67)
N’
4= varmebadets temperatur
—> p, = konst. X eSQ(EO)/kBJ e Fr/ikBT (68)
kon‘s;ant
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pr = konstant x e Z7/FBT (69)

Detta resultat kallas den kanoniska sannolikhetsfordelningen. Fordelningen kallas ocksa
Boltzmann-distributionen och den statistiska betraktelse som leder till denna distribution
Boltzmann-statistik.

Den galler alltsd for system som ar i termisk kontakt med ett viarmebad — vi ser senare under
kursen att for andra typer av kontakt galler andra sannolikhetsfordelningar.

Men detta resultat ar en av de absolut viktigaste resultaten som erhalls under kursen: den ger alltsa
sannolikheten for att ett visst tillstdnd har energin E,. dd den ar vid temperaturen 1'. Det visar sig
att denna distribution dyker upp i otrolikt manga grenar av fysiken.

Standarddefinition: invers temperatur

f=— (70)

1 _
P, = —€ PEr (71)
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Z = konstant = “partitionsfunktionen”

Z bestammes av villkoret

1
Z:przlzgzr:e_[mr (72)
— Z =) e P (73)

-

Z = Z(B) (74)
Den kanoniska fordelningsfunktionen goér det mojligt att berdkna termodynamiska storheter som
statistiska medelvarden.

Medelvardet av en godtycklig fysikalisk variabel som beror av systemets energi:

f(E) (75)

kan beriknas som

f — Z f(Er)pr(Er) (76)
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Den totala energin hos ett system i jamvikt med ett omgivande varmebad kan berdknas som

energimedelviardet med jamviktsfordelningen:

aﬁ BEr
10 9
- — " 7-——""InZz
Z 9 o3
_ 9
E=——"1nZ(8)
op

Energivardets fluktuation kring jamviktsvardet E anges av standardavvikelsen

AE = \/(E—E)2

Termofysik, Kai Nordlund 2008

< [0 p] pp]

(77)

(78)

(79)

(80)

(81)

42



AE = \/(E2—2EE+E2) = \/ E2 — E?

=2 L
N

ty

> 2EE
N

_2FE = — — _9FEE = —2F?

|
|
N
&

samt

N 2 N
Eazzz‘—TlE:ﬁZl :EQ%:EQ

Darmed fas

. .
AE) = E2 — E? = B’ (—1In2)?
(AE) ZP - (aﬁn )

1 2 —(BEy a 2
1 o7 In Z
:_8_Z_(8n )2
Z 032 op

(82)

(83)

(84)

(85)

(86)

(87)

dir den forsta termen foljer uppenbart om man deriverar e PF" tva génger med avseende p3 8.
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For att komma vidare harifran beraknar vi nu

o o107

—InZ =
032 0B Z 85

10°Z 1 (82)2
Zop: 72 9p3
10°Z 5,
= — — (—1n2)?
Zop: 0B

som ju dr samma som Ekv. [87] Allts3 har vi visat att

&%1n Z
032

(AE)” =

varifran vi vidare far 5 8
(AE)Y = ——InZ
0595 "~ " o5
.y
OE 0T
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(90)

(91)

(92)

(93)
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(AE)* = kgT*Cy (94)

Alltsa: fluktationerna kring energimedeltalet har ett direkt samband med varmekapaciteten!

Detta resultat ar bade overraskande och nyttigt:

- Qverraskande for att det inte alls ar intuitivt att fluktationerna i E har ett samband med
varmekapacitet

- Nyttigt darfor att det mojliggor direkt bestaming av varmekapaciteten utan att behova en
upphetning av systemet, om man kan mata A F pa nagot satt. Det kan man visserligen sallan géra
| experiment, men nog i datorsimuleringar.

Vi ser vidare pa hur resultatet beror pa systemstorlek:

(AE) ~ \/kgT+/Cy  T: intensiv variabel (oberoende av systemstorleken)

T~ 1 Cy: extensiv variabel (proportionell mot systemstorleken)
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Cy ~ N

AE VN 1

E N v N

Fluktuationen blir irrelevant for tillrackligt stora system!

(95)

Detta resultat ar dessutom kvalitativt det samma som det som erhdlls tidigare i kapitel 4: avvikelsen
fran jamvikten ar proportionell mot 1/+/N. Men notera att denna harledning ar helt makroskopisk,

medan den tidigare var mikroskopisk!
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11.2.2. Entropin for

[Mandl sid. 61]

Makroskopi skt
system

Litet

delsystem

ett system i jamvikt med ett varmebad

Vi betraktar fortfarande ett litet delsystem
I kontakt med ett stort varmebad.

For ett isolerat system ar entropin

S =kgln (96)
dar 2 ar makrotillstandets statistiska vikt.

Vi betrakta nu en ensemble (samling) av identiska system, alla i kontakt med ett varmebad vid

temperaturen T'.

Ensemblens statistiska vikt ar om v; system ar i tillstdndet 1, vs i tillst. 2, v3 1 tillst. 3 osv.,

Termofysik, Kai Nordlund 2008

antal system permutationer
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dar v ar hela antalet tillstand,

v = Z Uy (98)

Vi berdknar nu entropin fér denna ensemble:

S =kplnQ = kp {lnl/!—Zlnur!} (99)

ng{Van_V_ZVTIHVT‘_I_ZVT} (100)

Vi kan skriva att sannolikheten att vi ar i ett visst tillstand r ar

Uy = ppV (101)
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Darmed far vi vidare

S

Y

kg l/lnl/—l/—z

kB <

T pru In prp—l—ln v

l/lnl/—l/Zpr(lnpr—klny)

NV
—v Y prinpr—vinv

S = —vkp Zpr In p;.

\

S for ett system i ensemblen ar, ty alla system ar identiska,

Termofysik, Kai Nordlund 2008

S/v

Say = —ks Zpr In p;

Ve

Ln v, + Z Uy (102)

(103)

(104)

(105)

(106)
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Vi berdknar nu vilken fordelning {p,} leder till S = max!? Vi har allts3 funktionen
S=-k> prlnp, (107)

som vi vill maximera under de tva villkoren

S b = (108)
Z Erpr — (109)

For att hitta maximum anvander vi variationsprincipen, s.k. “Lagrange multipliers” (om du inte
stott pa dessa annu pa FYMMen sd ar det bara att lita pd att foljande berdakning ar OK. Engelska
wikipedia har ocksa en klar introduktion till metoden).

Vid extremum av S under de ovan givna villkoren bor variationen (partiella derivatan)
5(S—a—pBE)=0 (110)
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dar derivatan & dr med avseende pa sannolikheterna p,. o och 3 &r hjilpvariabler (“Lagrange
multipliers”).
Vi far

- kB Z 5pr lnpr - kB Z 5pr — & Z 5pr - Z /BET(SPT =0 (]-]-]-)

dar vi skrivit om 1 med > p, vid « och anvént oss av derivatan pd en produkt:

1
d(prInp,) = (dp,) Inp, + p,—5bp, = (6p,) Inp, + ép» (112)

r

Darmed fas vidare
> 6pr{(—kplnp, — kp) — o — BE,} = 0. (113)

Vid ett extremum boér derivatan 8 = 0, och variationen dp,. ar godtycklig, vilket betyder att delen
inom {} bor vara=0:
EOél
r——

= —kplnp,— (a+ k) —BE, =0 (114)
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varur fas

1
mp, = -2 _Ppg (115)
ke ks
= & — BE, (116)
och slutligen ]
pr = e*e " kanonisk férdelning (117)
Dessutom galler for Lagrange-faktorn (3
0(kpS
_ 9(ks5) (118)
OF

sa jamforelse med temperaturens definition visar att B = 1/kpT!

Detta bevisar att den kanoniska fordelningen ar jamviktsfordelningen!
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11.3. Exempel: vakansen eller Shottky-defekten

[Mandl 2.4, anteckningarna for fasta tillstandets fysik del 3]

Som ett exempel pa tillampning av entropiberakning i ett litet delsystem behandlar vi nu vakanser i
kristaller (dven kdnda som Shottky-defekten). Med detta menas helt enkelt att en enskild atom ur
en ordnad kristallstruktur plockas bort fradn sin plats och flyttas till materialets yta.

Betrakta en kristall med n vakanser och N atomer. Vi antar att antalet vakanser n << N, sa
varje vakans tillstand ar oberoende av tillstdndet hos alla andra vakanser. Darmed bor varje vakans
ha en vilbestimd formationsenergi E/. Den totala energin frin vakanserna ir da

E =nE’ (119)

Vi vill nu berdkna den sk. konfigurationella entropin S. som beror av pd hur manga olika sitt n
vakanser kan arrangeras bland de N + n atomplatserna (vakanserna kan ocksd ha en inre entropi
p.g.a. att de forandrar vibrationsmoder och elektronstruktur, men denna ignoreras nu).
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Antalet satt att arrangera atomerna ar

- (V1) - e

Nu far vi den konfigurationella entropin S°

(N 4+ n)!
Nln!

S° = kpln (121)

Genom att anvanda Stirlings ekvation In X! ~ X In X — X f3s
S* kg(In(N 4+ n)! —In N! — Inn!)

kg((N+n)In(N+n)— N—n—NInN+ N —nlnn—+ n)
kg((N+n)In(N+n)— NInN —nlnn)

Termofysik, Kai Nordlund 2008 El E @ B EI 54



Vid jamvikt galler for vakanssystemet

1 98° 09S°(n)on 1 0S°(n)

T OFE on OE Ef 0On

dir det senare steget foljer direkt ur E = nE’.

Alltsa behover vi veta

0S¢ N
— =kp(In(N+n)+1—Inn—1) =kgln T
on n
dd n << N.
S3 vi har
1 1 - N
- = n—
T BT,
" —Bl JkgT
N

Termofysik, Kai Nordlund 2008

(122)
~ kp ln% (123)
(124)
(125)
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Detta berattar alltsd att koncentration av vakanser i en kristall foljer en Boltzmann-distribution
enligt vakansens formationsenergi E”.

Detta resultat for temperaturberoendet stammer Overens med experiment till en mycket hog
nogrannhet i de flesta material dar vakanskoncentrationer matts vid alla temperaturer under
materialets smaltpunkt!

Dock leder de inre entropitermerna som negligerades ovan till att uttrycket bor korrigeras med en
temperaturoberoende prefaktor som inneh3ller vakansens inre entropi S7. D3 blir hela uttrycket for
vakansens entropi

f
_ esf/ke—Ev/’fBT (126)

n
N

Nedan visas experimentellt exempeldata for vakanskoncentrationen C', i guld [R. W. Siegel, J. Nucl. Mater.
69& 70 (1978) 117-146].

Datat plottas i formen av en s.k. Arrhenius-plot, som ar ett vanligt satt att presentera kanoniskt
fordelad data. | en sddan visas y-axeln logaritmiskt och T-axeln som 1/T. Data som fdljer
funktionsformen i ekvation [126| syns som en rak linje i denna plot.
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11.4. Exempel: statistisk beskrivning av paramagnetism

Nu ser vi pd hur det vi lart oss kan anvandas for att behandla paramagnetism.

Betrakta ett system av stationara men vridbara molekylara dipoler som alla har samma dipolmoment
. Detta ar nu en helt klassisk modell av paramagnetism.

Om vaxelverkan mellan dessa dipoler negligeras ar systemets energi i ett yttre magnetiskt falt

N
E=-> pu;-B (127)
i=1
Om B viljes i z -axelns riktning galler
E=—pB>» cosb; (128)
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Partitionsfunktionen for ett molekylart dipolmoment ar

Z =3 et (129)

0;
_ /dQeuBBCOSQ (130)

2T ™
:/0 dcp/O dfsinfe PP (131)

For att integrera detta anvander vi variabelbytet

cosl = z —> dz = —sin6db (132)
och far integralen i formen

1
Z =2n / dzeHP? (133)

—1

1
— 2m—[e""P — PP (134)
buB
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och darmed till slut (sinhx = 1/2(e” — e™ x)

sinh(A) o
Z = 47TT, dar vi definierat: A = BuB

Medelvardet for dipolens magnetiska energi ar

_ 10 A 0 sinh(A)
E=-——7Z=———(uB)
Z 003 sinh A OAN A |
=X

A? A

sinh A cosh A sinh A 1
X = — + = coth A — —

och darmed

sinh A

E=— (uB )SmhA{cothA—%} :—(,uB){cothA—%}
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Den totala energin for dipolsystemet ar alltsa

E=NE=—-NuB {coth(A) — %} (139)

Om vi definierar Langevinfunktionen

1
L(x) = coth(x) — — (140)
x
kan vi skriva detta formellt enkelt som
B
E=-NuBL(EZ (141)
kgT
Systemets totala magnetiska moment ar
m = N = N ucos6 (142)
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dar medeltalet over cos 0 avser partitionsfunktionmedeltalet, alltsa

1
m= Nu / dQcosQZeB”BCOSQ (143)
Np 1 0
S dQuel1Beost (144)
Z puBog y )
7z
och darmed
N 107
m=———- (145)
B Z 0p
N o’
—FE
Sa vi far det enkla resultatet ~
EN Eiot
m=—-——= — (146)
B B
och fér magnetisationen M
m N B
M=—= +—u£(“— (147)

Vv |4 kpT

Om vi anvander oss vidare av definitionen n = dipoltatheten eller partikeltatheten kan detta skrivas
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som

M = L(—— 148
+np (kBT) (148)
1
L(x) = coth(x) — — (149)
x
For sma x-varden galler
x
coth(x) ~ + 3 -+ (150)
x
— L(x) — 3 T 0 (151)
For stora x-varden galler
L(x) — 1, x— o0 (152)

For svaga falt och hoga temperaturer galler alltsd fallet for sma x, alltsa

uB
kBT 3kpT

L= (153)
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Suskeptibiliteten x definieras som
M =xB/p (M =xH)

dar vi anvant oss av definitionen
B = po(H + M)

samt forhallandet

B
M << —
Mo

som géller i allmdnhet for paramagnetiska dmnen (inte ferromagnetiska).

Vi far alltsa

nu

3kpT

X = ko

Om man jamfor detta med den empiriska observationen

C .

= Curie's |
X = (Curie's lag)
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vasentligen har forklarat Curies lag(!) samt bestdmt konstanten

ser man att da vi harlett ekv. 157
nHQMO
C = (159)
3kg
np-| — — — — — — — — _ _ _ _ _ __
konstant /”
T
/
/
/
Y
Vi

|
LB
kT
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11.4.1. Specifikt varme fér paramagnetiska system

C'y : specifikt varme vid konstant faltstyrka:

Cr i — (aE ) B H (160)
V,H — oT V7H7 = Mo
E=—NuBL(A), A=uB/kgT (161)
C N plLB) oA (162)
viu = —Np
oON OT,
__uB
kT2
1
L(A) = coth(A) — n (163)
OL(N) 1 1
S - 164
oA sinh*(A) =~ A? (164)
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zvu232kgiﬁ]_ A?

C = — 165
v kgT? u?B? | SinhQ(A)] (165)
2
= Nkp[l — 166
d smh2(A)] (166)
For stora T, alltsd sma A, fas
A2
Cy — Nkp |1 — 5 , T 00 A—0 (167)
oA+
_ =X _
1 1 1
X=1- S =1- S~ 1 - = (168)
(1+ %) (145 + 355 1+
A? A?
~1—(1——)=— 169
1-2)== (169)
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Alltsa fas
. 1]\”C u’B? 1
~ — X
T3 ke T

Alltsd gar Cy mot noll dd T' — oo vilket stammer.

(170)

A andra sidan Cyy — Nk d3a T — 0, A — oo vilket ar ett ofysikaliskt klassiskt resultat. Vi
behandlar till nasta det kvantmekaniska fallet som ger korrekt beteende.

ratt resultat

=V
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11.5. Tvanivasystem och negativ temperatur

Betrakta ett system av N stycken spinn-1/2 partiklar med dipolmomenten . | ett yttre magnetiskt
falt (B) kan de p.g.a kvantmekanik endast vara riktade parallellt eller antiparallellt med faltet. Deras

energi ar

N
E=-> u-B (171)
=1

Partitionsfunktionen ar
Z= > e"" (172)

tillstand
Nu ar de mojliga tillstdnden alla mojliga satt att ordna de IN spinnenna i upp- och ner-konfiguration,

vilket symboliskt kan skrivas

_ Z o (P1tp2+  Fpun) B (173)

B K255 0 N

Har kan varje p; alltsd bara anta vardena =+ pu.
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Genom att dela upp summan i en produkt av identiska delsummor ser man latt att detta blir

N

7 — Z e#lBﬁ

p1==xp

N
_ [euBﬁ 4 e—uBB]

= [2cosh(BuB)]"

o

0
E=——InZ =——NIn[2cosh(BuB)]

op op

_QCosh(ﬁ,uB)

och darmed slutresultatet for energin
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2sinh(BuB)uB
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(175)

(176)

(177)

(178)
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> E = —NuBtanh(BuB)  (179)

Den fysikaliska inneborden ar att vid O
K ar alla spinn ordnade med filtet, men
vid hogre temperatur borjar temperaturen
skapa oordning i.o.m. att den termiska
energin motverkar den magnetiska. Faltet
(vill ge ordning) och temperaturen (vill
e skapa oordning) tavlar alltsd med varand-
ra!

—NuB

Ett annat satt att se pd samma sak ar att betrakta ett enskilt spinn. Det har partitionsfunktionen
Z, = eM'BP L e7HBP — oA o7 gy igen A = BuB (180)
och sannolikheten att den ar riktat upp eller ner ar

1
pr = —e " (181)

eller alltsa:
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P A
10+ —— === ——— - — - ==

0.5

>
B
A= HB

Vi raknar vidare magnetisationen i systemet

N N H1 gp
_ — = — _— K1 182
M o E e (182)
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N
— " [eﬁB“ _ e‘ﬁB“] (183)
V 7, !

/

'
2sinh BBu

A — 2N sinh(BuB) (184)
V' 2cosh(BuB)

M = %tanh(ﬁuB) (185)

Vi betraktar igen gransvardena av detta:

N
M——E 4170 (186)
%
N N pop?
M—tg,p="E% g 43B -0 (187)
% VkgT
N
X

Nu har vi igen harlett (for ett annat system dn ovan) Curie's lag x ~ %
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Vi kan vidare berakna varmekapaciteten

oy = 25y = —NuB B
VeV T H coshQ(ﬁ,uB)'u
B N(uB)®
 kgT?cosh?(BuB)
uB 5 1
Cy = Nk
|4 B(kT) COShQ(k'uB—B;

Vi ser igen pa formen fran gransvirdena:
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9b (188)
)
(189)
(190)
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Cy — kpNk(——)"~—, daT — o
1 (191)
Cy — —e BT -0, d3T — 0
T2

T (192)

=l

—

DN
=

oy

Jamfor detta med resultatet som gavs for de klassiska dipolmomenten tidigare: dar gick C'y mot en
konstant, nu mot 0.
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11.5.1. Negativa temperaturer

Temperaturens termodynamiska definition var

1 oS Oln
k

R (193)
T OF oF
och vi visade tidigare att negativa temperaturer ar instabila.
Vi betraktar nu vart tvaniva-spinnsystem med
B
E = —NuBtanh(£2) (194)
kpT
B —F
Lk artanh(——) (195)
kgT NuB
D3 )
artanhz = —1In Rk (196)
2 1—=x
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kan man skriva detta ocksa som

LB

2uB 1
T = - ]LB E N ]': 11 E/NuB (197)
artan (—NMB) B In(Fm5 E/NMB)

ur vilket man ser genom att betrakta tecknet pa In-funktionen (In(x) > 0 om x;1 och vice versa)
att
om E<0—T>0 (198)

om E>0—T<0 (199)

negativ temperatur skulle innebdra magnetisering i motsatt riktning mot faltet.

| allmanhet representerar E2 > 0 ett icke-jamviktstillstdnd. Temporart jamviktstillstdnd med 7' < 0
kan dock astadkommas i ett subsystem med begransat antal energinivaer om dess vaxelverkan med
omgivningen ar svag!

| sddana kristaller dar de karnmagnetiska spinnens relaxationstid Tgpinn ar mycket kortare an
kristallgittrets och spinnens vaxelverkans relaxationstid Tgpinn—gitter kan man definiera en skild
spinn-temperatur, ty dd kan spinnena betraktas som ett skiljt jamviktssystem under tidsskalor

Tspinn <<t <L Tspinn—gitter (200)
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lH
P RN
AN
; N
\ -
\ /
\\ ///

kristall, T> 0

— Karnspinn, T <0

En rolig konsekvens ar att man ocksd kan sidga att negativa temperaturer ar hogre an oandlig
temperatur: vid T" = oo har ju detta system E = 0, medan for negativa temperaturer ar £ > 0!

Detta kan ldta som helt teoretiskt men i sjalva verket arbetar man inom ldgtemperaturfysiken helt
rutinmassigt med negativa temperature. Varldsrekorden i temperaturer innehas nu (checkat 2008)
av koldlabbet i Otndas med 100 pK och -750 pK.

Om det yttre faltets riktning plotsligt
omkastas blir karnspinn-systemets ener-
gi positiv, och alltsd temperaturen ne-
gativ (jamfor Mandl sid. 80). De
karnmagnetiska momenten ar da rikta-
de mot B. Spinnsystemets temperatur
forandras sakta mot det omgivande gitt-
rets temperatur men denna process hastig-
het bestims av relaxationstiden for spinn-
gitter vaxelverkan.

(se http://1tl.tkk.fi/wiki/LT/%C2%B5KI_Group )
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11.5.1.1. Entropin

Entropin i detta system ar

1
S =—k ~Inp, p,=—e PF"
B prlnp, pr=—

(201)
1 —BETr 1 —BETr
= _kBEZG In 7© (202)
' —1In ;—BET’
Med att anvinda 3 = ICB%T erhills )
E
=~ +kplnZ (204)
och genom att satta in ekv. och fas
1
= ?(—N,UJB) tanh(BuB) + kN In [2 cosh(BuB)] (205)
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= Nkp{In[2cosh(BuB)] — BuB tanh(BuB)}
= Nkp{ln2 + Incosh(BuB) — BuB tanh(BuB)}

gransfall T" — oo, (3 — 0: vi kan anvanda oss av Taylorseriernas forsta termer:

In cosh(BuB) ~ In

(BuB)*| _ (BuB)®
L T] e

tanh BuB ~ BuB

och far

1
S — Nkpg {mz — 5(mLB)Q} . da T — oo

— Nk In2 = kg In2"

(206)

(207)

(208)

(209)

(210)

(211)

Detta ar mycket naturligt for 2% &r ju totala antalet mikrotillstind i ett tvinivasystem, och

S = kban.
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Alternativt da

o

gar

och darmed

Darmed gar
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T —0, (8— o

1 6up

cosh BuB — 56 och tanhgBuB — 1
1

In cosh BuB — ln§ + BuB = —1n2 + BuB

S=Nkpln2 —-In2+ puB — BuB =0

S0, ddT —0

</ [«[O]>] pp]

(212)

(213)

(214)

(215)

(216)
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