8. Fri-elektron-modellerna

[AM 1, HH 3, (Kittel 5), Riskas anteckningar]

Hittills har vi pa denna kurs behandlat enbart atomistiska egenskaper hos material. Nu ar det
(antligen) dags att gd over till de elektroniska egenskaperna.

Fasta amnen bestdr av elektroner och joner. Genom att jonernas massa ar flera tusen ganger
storre dn elektronernas (jfr. m, ~ 1840m.) ar elektronernas och jonernas dynamik i manga
avseenden svagt kopplade till varandra, s3 att de elektroniska och de joniska egenskaperna i en
forsta approximation kan beskrivas oberoende av varandra.

| kvantfysiken kallas denna approximation Born-Oppenheimer approximationen, och uttrycks lite
mer exakt i formen “atomernas rorelse ar sa langsam att for vilken som helst given konfiguration av
atompositioner hinner elektronsystemet komma i jamvikt fére atomerna har rort sig vasentligt”.

Elektronernas latta massa gor deras mobilitet manga storleksordningar storre an jonernas, och
darigenom bestiams t. ex. fasta amnens elektriska ledningsférmaga huvudsakligen av elektronsyste-
mets egenskaper.
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Som redan flera ganger antytts bygger den enklaste beskrivningen av elektronerna pa en bild av en
“gas” av fria elektroner som ror sig i en bakgrund av statiska positivt laddade joner.
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8.1. Drudeteorin

Den klassiska beskrivningen av elektrogasen i fasta amnen kallas Drudeteorin. Denna ar enkel,
och ger ratt storleksordning for de flesta storheter vid rumstemperatur men kan inte beskriva
transportkoefficienternas temperaturberoende. En realistisk beskrivning av elektrongasen i fasta
amnen forutsatter att elektrongasen beskrivs som en degenererad Fermi-Dirac idealgas. Men for att
Drude-teorin ger en kvalitativt enkel men anda inte helt felaktig bild, som dessutom ar grunden for
manga approximativa modeller av metaller som fortfarande anvands, gar vi andad igenom den.

Utgangspunkten for den klassiska elektrongasteorin ar att elektronerna i ett fast amne (i allmanhet
avses i detta sammanhang en metall) kan betraktas som en gas av klassiska partiklar med massan
me och laddningen —e. Om amnets atomer har Z valenselektroner, bidrar varje atom med Z
elektroner till elektrontatheten. Om sjalva atomkarnan har laddningen Z,, blir bilden av materialet
nu foljande:
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Nucleus Nucleus

Core electrons : *'5:5:5{; Core

Valence electrons Conduction electrons
(a) (b)

De fria valenselektronerna kallas ledningselektroner. | manga fall i materialfysiken ar endast dessa
betydelsefulla for ett dmnes egenskaper, sa ofta pratar man bara om amnets elektroner da man

menar ledningselektronerna eller de kemiskt aktiva valenselektronerna.

Fasta tillstandets fysik, Kai Nordlund 2017

44 <O P PP» X

4



Antalet atomer per mol anges av Avogadros tal N4 = 6.022 - 10*>. Om atommassan ir A och
dmnets densitet (tdthet) ar p,,, blir antalet mol per volym-enhet p,,/A. Antalet elektroner per
volymenhet blir d3

n=Ny ———. (1)

En annan ofta anvand kvantitet dr “en-elektron-radien” r,, som ar radien pad en sfir vars volym
ar lika med volymen per ledningselektron. Den definieras allts3

1 47r7‘§’ 3 1/3
— = — Ts = —4 (2)

Empiriskt giller att elektrontitheten m dr mellan 1 - 10*?/cm?® och 25 - 10%* /cm®:

Har ar ndgra exempelvarden:
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Table 1.1

FREE ELECTRON DENSITIES OF SELECTED METALLIC ELE-

MENTS*

ELEMENT 4 n (1022 /cm?) ryA) r/aq
Li (78K) 1 4.70 1.72 3.25
Na (5K) 1 265 208 3.93
K (5K) 1 1.40 2.57 4.86
Rb (5K) 1 1.15 2.75 5.20
Cs (5K) 1 091 2.98 5.62
Cu 1 8.47 1.41 2.67
Ag 1 5.86 1.60 3.02
Au 1 5.90 1.59 3.01
Be 2 247 0.99 1.87
Mg 2 8.61 1.41 2.66
Ca 2 4.61 1.73 3.27
Sr 2 3.55 1.89 3.57
Ba 2 315 1.96 3.71
Nb 1 5.56 1.63 3.07
Fe 2 17.0 1.12 2.12
Mn («) 2 16.5 1.13 2.14
Zn 2 132 1.22 2.30
Cd 2 9.27 1.37 2.59
Hg (78 K) 2 8.65 1.40 2.65
Al 3 18.1 1.10 2.07
Ga 3 154 1.16 2.19
In 3 11.5 1.27 241
TI 3 10.5 1.31 2.48
Sn 4 14.8 1.17 2.22
Pb 4 13.2 1.22 2.30
Bi 5 14.1 1.19 2.25
Sb 5 16.5 1.13 2.14

“ At room temperature (about 300 K) and atmospheric pressure, unless
otherwise noted. The radius r; of the free electron sphere is defined in Eq. (1.2).
We have arbitrarily selected one value of Z for those elements that display
more than one chemical valence. The Drude model gives no theoretical
basis for the choice. Values of n are based on data from R. W. G. Wyckoff,

Crystal Structures, 2nd ed., Interscience, New York, 1963.
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Grundantagandet i Drudeteorin ar att elektronerna ror sig fritt utan att paverkas av andra elektroner
eller joner bortsett fran diskreta kollisioner med de stationdra jonerna.

Antagandet att kollisioner mellan elektroner ar sallsynta stammer i sjalva verket mycket bra. Daremot
ar bilden om en fri elektronrérelse mellan kollisionerna med joner i sjalva verket ganska sa orealistisk,
men Drude-teorin ignorerar alltsa detta.

En grundstorhet i teorin ar det genomsnittliga tidsintervallet 7 mellan kollisionerna. Denna kallas
relaxationstiden. Dartill antas att en elektrons hastighet efter en kollision ar statistiskt fordelad
och oberoende av hastigheten fore kollisionen - dvs. hastigheten efter kollisionen beror enbart av
metallens temperatur.

Elektrongasens - och darigenom metallens - elektriska konduktivitet kan berdknas pa foljande satt i
Drudes teori. Mellan kollisionerna med joner accelereras elektronerna av ett yttre elfilt E.
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Efter en tid t efter en kollision, och fore nasta kollision, intraffar ar da en elektrons hastighet

F eE
v=vog+—t=vg— —t (3)
me e

Da v ar en slumpmassigt fordelad vektor, for vilken alla riktningar ar lika sannolika, ar < vog >= 0
och den genomsnittliga elektronhastigheten blir

eE
<v>=—t > (4)
Me

Den genomsnittliga tiden mellan kollisioner ar 7, och darigenom blir

<t>=T (5)
och
eE
<V>=——T (6)
me
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Proportionalitetskonstanten mellan |E| och |v| &r kdnd som elektronernas mobilitet p., och blir

alltsa eT
He — — (7)
me

Stromtatheten ar nu

’I’L€2’T

(8)

j= —ne<v>=
Me

Den elektriska konduktiviteten o i ett amne definieras som proportionalitetskonstanten mellan det
elektriska faltet och stromtathetsvektorn:

j = oE. (9)
For elektrongasen blir o
ne’r
o= (10)
me

|.o.m. att storheterna i o i Drude’s teori inte beror pd det yttre elfiltet, utan bara pa naturkon-
stanterna e och m. samt de materialberoende parametrarna n och 7, forutspar teorin alltsd att
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stromtatheten ar linjart beroende pa ett yttre elfdlt. Detta ar ju bara Ohms lag, som ju stimmer
ytterst val i de flesta metaller i ett mycket brett omrade i |E|.

Genom att uppmata o (eller resistiviteten p = 1/0) fas en metod att bestimma relaxationstiden
T empiriskt. Fér metaller dr denna av storleksordningen 10~ '*s:
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Table 1.3
DRUDE RELAXATION TIMES IN UNITS OF 10~ '+ SECOND*

ELEMENT 77K 273K 373K
Li 73 0.88 0.61
Na 17 32
K 18 4.1
Rb 14 28
Cs 8.6 2.1
Cu 21 2.7 1.9
Ag 20 4.0 2.8
Au 12 3.0 2.1
Be 0.51 0.27
Mg 6.7 1.1 0.74
Ca 22 1.5
Sr 1.4 0.44
Ba 0.66 0.19
Nb 21 0.42 0.33
Fe 3.2 0.24 0.14
Zn 24 0.49 0.34
Cd 2.4 0.56
Hg 0.71
Al 6.5 0.80 0.55
Ga 0.84 0.17
In 1.7 0.38 0.25
Tl 091 0.22 0.15
Sn 1.1 023 0.15
Pb 0.57 0.14 0.099
Bi 0.072 0.023 0.016
Sb 0.27 0.055 0.036

a Relaxation times are calculated from the data in Tables 1.1 and 1.2,
and Eq. (1.8). The slight temperature dependence of n is ignored.
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Nu kan vi ocksa latt uppskatta elektronernas fria vaglangd
[l = vo1 (11)

dar vy kan klassiskt uppskattas fran ekvipartitionsteoremet:

3
mevg = §/€T (12)
som vid rumstemperatur skulle ge ~ 10° m/s.

Detta skulle vidare ge med 7 = 1014
[ ~ 10 A (13)

som verkar ganska rimligt, ndgra atomavstand. Men for de mindre vardena pa 7 i tabellen ovan
skulle vi fa I < 1 A, vilket redan visar att modellen har problem...

Men i sjalva verket visar det sig att denna klassiska uppskattning pd vy ar en storleksordning for
liten vid rumstemperatur, och att vg saknar temperaturberoende, sa vid laga temperaturer kan
[ vara flera storleksordningar storre an resultatet har. Men resultat som ar oberoende av 7 kan
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fortfarande vara av betydelse, och det visar sig att det gar att harleda en hel del sddana storheter,
sa vi fortsatter annu en stund med Drude-teorin.
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8.1.1. Rorelseekvation inom Drude-modellen

For att kunna behandla tidsberoende storheter harleder vi en effektiv “rorelseekvation” inom
Drude-modellen.

Vi betraktar elektroner som ror sig under inflytande av ndgon yttre kraft f(¢).

Antag att rorelsemangden per elektron vid tidpunkten ¢ &r p(t). Sannolikheten for att en godtycklig
elektron som vid tidpunkten ¢ har rérelsemangden p(t) undergér en kollision inom tidsintervallet
dt ar dt/ .

Sannolikheten for att dess rorelsemangd férandras enbart p.g.a. de drivande yttre krafterna ar da
1 — dt /7. Alla sddana elektroners bidrag till den genomsnittliga rorelsemangden vid t + dt blir d3

p(t -+ dt) = (1 — ) [p(t) + £(1)dt] = p(t) — Tp(1) + K(1)dt + O(?)  (14)

Elektronerna som kolliderar inom intervallet ¢ och t + dt bidrar en korrektion O(dt*) som vi
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ignorerar, och darfor blir

p(t + dt) — p(t) = —(LIp(e) + F(1)de

Genom division med dt och derivatans definition

dy _ .yt +dt) —y(t)
— = 111N
dx dt—0 dt

far vi i gransen dt — O rorelse-ekvationen for p(t)

dp(t) _ p(?)

P + £(¢)

(15)

(16)

(17)

Denna har en enkel tolkning: den forsta termen ar en friktionsterm som beskriver den genomsnittliga

effekten av elektronkollisioner pd deras rorelse.
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8.1.2. Hall-effekten

8.1.2.1. Allmannt

Hall-effekten anvands for att bestimma ett dmnes magnetoresistivitet och fortecknet pa ladd-
ningarna som ror sig i det. Med magnetoresistans menas att magnetism andrar pa ett amnes
elektriska resistans. Ursprungligen forsokte Hall 1879 s6ka en magnetoresistans, men detta lyckades
inte d3. Detta beror pd att i de allra flesta amnen dr magnetoresistans sa litet att den ar svar att
detektera ((Undantag har hittats pa senare ar bland nanomaterial: stor magnetoresistans, d “giant
magnetoresistance” som kan vara fran nagra % till tom. n3gra hundra procent)).

Men tecknet pd laddningsbararna lyckades Hall bestimma, och vi beskriver nu denna effekt i mer
detalj for att denna effekt ocksd ar mycket viktig i halvledare.

Betrakta féljande system:
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-ev X H
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Figure 1.3
Schematic view of Hall’s experiment.

Vi har ett elfalt E, 6ver ett prov, som leder till en laddningsdensitet 7, langs med provet. Samtidigt
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finns ett magnetfalt H i z-riktningen, alltsd vinkelratt mot E . Som ett resultat verkar en kraft
F,=—evxH (18)

pa laddningsbararna som har hastigheten v . Kraften ar negativ helt enkelt for att for elektroner ar
q = —e.

Detta kommer att leda till ett elfalt £, inom provet. Efter en tid ar vardet pa E), statiskt i.o.m. att
detta elfdlt tenderar att “skuffa” fria elektroner &t motsatt hall i provet med en kraft F, . = E,q,
som kommer att balansera kraften Fj,.

Nu kan man definiera tva storheter av intresse. Ett ar resistansens beroende pa magnetfaltet,

p(H) = 22 (19)

x

som alltsd i de flesta fall visar sig vara bara en mycket svag funktion av H.

En annan storhet ar faltet E), som ju ar latt att mata. Man kunde latt tanka sig att E, ar
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proportionell mot H, sa det ar naturligt att definiera en koefficient

E
Ry = —2 20
H= g (20)

som ju borde vara konstant om E), ar proportionell mot H. Detta ar Hall-koefficienten.

Vi noterar att om laddningsbararna skulle vara positiva, skulle deras hastighet vara i motsatt hall an
for negativa elektroner, och Lorentz-kraften pa laddningarna skulle vara oforandrad i.o.m. att ocksa
tecknet pa laddningen byts. Detta skulle leda till att i stallet for negativa skulle positiva laddningar
samlas pa den negativa y-sidan pa provet. Alltsa skulle det inducerade faltet E, byta tecken,
och darmed Ry bli negativt. Detta betyder att man med Hall-effekten kan mata laddningsbarares
tecken.

Det kan verka vansinnigt att ens tianka pad denna fraga, dd elektroner ju alltid ar negativa. Men
uppmatningar visar att det finns dmnen dar Ry ar negativt, och alltsd laddningsbararna positiva.
Fri-elektron-modeller kan helt klart aldrig férklara sddant beteende, men vi kommer senare pa kursen
att finna en forklaring till detta.

8.1.2.2. Drude-teorin och Hall-effekten
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Allt som sades i forra kapitlet om Hall-effekten var helt allmant. Nu ser vi vad Drude-teorin kan
siga om Hall-effekten. For att Drude-teorin bara talar om elektroner antar vi nu hela tiden att
laddningsbararna ar elektroner. Vi betecknar elektronernas massa med bara m.

Kraften pa en elektron blir enligt Lorenz lag
f=—e(E+vxH) (21)
och d3d p = mv far rorelse-ekvationen (17) formen

d
dt T m

D3 jamvikt har natts ar elektronrorelsens tidsberoende 0 och vi far for x- och y-koordinaterna
ekvationerna

- eH

0 = 2 g, —p T (23)
T m
eH

0 = -Pv_ ebE, 4+ p,— (24)
T m
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eller om vi infor beteckningen

eH
We = — (25)
m
0 = -Pr_ eE, — wepy (26)
T
0 = -P_ eE, + weps (27)
T

Har kallas storheten w,. cyklotronfrekvensen p.g.a att den ocksa ger den vinkelfrekvensen for
partiklar i en cyklotron. Har anvander vi storheten av bekvamlighetsskal, trots att det nu givetvis
inte ar frdga om ndgon cyklotron.

Om vi nu multiplicerar bade leden med ner /m far vi

nep, ne-r nert
0 = - — E, — wc—py (28)
m m m
2
ne ne-T nert
0 = P _Tp 10" Tp, (29)
m m m
och genom att anvinda stromtidthetens definition j = —nev = —nep/m och Drude-modellens

Fasta tillstandets fysik, Kai Nordlund 2017 4d 4P PP»r X 21



definition for konduktivitet ¢ = ne7/m kan vi skriva om detta till

ookl = Ju+ wchy (30)
ooE, = Jy— WeTJs (31)

Vi betecknar konduktiviteten med o for att betona att det ar frdga om konduktiviteten dd det
yttre magnetfaltet ar 0.

| jamvikt i Hall-experimentet galler nu dessutom j,, = 0. Da ger den senare ekvationen

—WeT | H
B, = Jr = ——Ja (32)
0N} ne
och vi far for Hall-koefficienten
E, 1
Ry = - = —— (33)
JoH ne

Detta resultat sager alltsa att Hall-effekten inte beror pd ndgra andra egenskaper pa ett material
forutom laddningsbararnas tithet n. l.o.m. att denna tathet redan berdknades tidigare i Drude-
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modellen, kan vi nu testa Drude-modellens kvalitet direkt med att jamféra vardet pd Ry med

experiment.

| verkligheten visar sig Hall-effekten bero pd bade magnetfalt, temperatur och materialets kvalitet,
vilket strider med harledning ovan. Men vid ldga temperaturer, starka magnetfilt och i rena prover
ar det mojligt att fa ett konstant virde. | foljande tabell visas viarden pd —1/Rpne i nagra
metaller. Enligt Drude-modellen borde alltsda —1/Rpne = 1.
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Table 1.4
HALL COEFFICIENTS OF SELECTED ELEMENTS
IN MODERATE TO HIGH FIELDS?

METAL VALENCE — 1/Rynec
Li | 0.8
Na 1 1.2
K 1 1.1
Rb 1 1.0
Cs | 0.9
Cu 1 1.5
Ag 1 1.3
Au 1 1.5
Be 2 —-0.2
Mg 2 —-04
In 3 —-03
Al 3 —-0.3

“ These are roughly the limiting values assumed by R, as the
field becomes very large (of order 10* G), and the temperature
very low, in carefully prepared specimens. The data are quoted
in the form ny/n, where n, is the density for which the Drude
form (1.21) agrees with the measured Ry:n, = —1/Ryec.
Evidently the alkali metals obey the Drude result reasonably
well, the noble metals (Cu, Ag, Au) less well, and the remaining
entries, not at all.

(Aschroft-Mermin anviander CGS-enheter, varav faktorn c)
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Drude-modellen misslyckas helt i att beskriva detta H-beroende.

Sa kontentan ar att Drude-modellen kan i vissa begransade fall forklara Hall-effekten, men misslyckas
I manga vasentliga drag. En ordentlig kvantmekanisk teori, som kommer senare pd kursen, behovs

for att forklara dessa egenskaper.
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8.1.3. Elektrisk konduktivitet i metaller under vaxelstrom

Vi harleder nu strommen som induceras i en metall av ett tidsberoende elfilt av typen

E(t) = Re (E(w)e—iwt)

Da nu f(t) = —eE(t), far vi nu rorelseekvationen for elektronerna inom Drude-teorin

dp(t)  p(t) it
g =TT eE(w)e

En stationar losning till denna ekvation ar
p(t) = p(w)e ™,
sa vi far med insattning:

~ iwp(w) = ~=p(w) — cB(w)
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p(W) — 1 3 E(OJ)
Stromtathetsvektorn ar
J = —nev = —neB
™m
och alltsa
. ne?
jw) =+ E(w) = o(w)E(w)

m(% — iw)
Den frekvensberoende konduktiviteten o (w) ar alltsa

2

7 ne-r oo
E m(l-—iwr) 1—iwr
dar oy ar den statiska konduktiviteten
ne’r
oOpg =
m

(38)

(39)

(40)

(41)

(42)

Resultatet reduceras alltsd uppenbart till Drude-teorins resultat for likstromsfalt da w = 0, som sig

bor.
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Detta resultat har sin viktigaste tillampning d& man betraktar elektromagnetiska vdgors framfart i
materialet.

Uttrycket for o(w) galler forutsatt att det oskillerande filtets vaglangd ar mycket storre an
elektronernas genomsnittliga fria vag A. Detta villkor ar val uppfyllt for vanligt synligt ljus, da
X ~ 10° — 10* A, vilket &r manga storleksordningar storre dn elektronernas genomsnittliga fria
vag.

Den dielektriska permittiviteten kan beraknas med hjalp av Maxwells ekvationer:

V-E=0 V-H=0 (43)
1 0H 47 10E
VXE=—— VXH=—j4+ — (44)
c Ot C c Ot

Har har CGS-enheter anvants, och den relativa permeabiliteten 1 och den statiska permittiviteten
har antagits vara 1.
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For harmoniskt tidsberoende (e~ *“") fas med Maxwells ekvationer och j = oE

VX(VXE)= —VE= 2VxH=2

C

eller

C

2 w?
V°E + ge(w)E = 0,

Tw (477. N 10E
cJ c Ot

(47‘(’0’ iw)
_ E,
C C

som ar den vanliga vagekvationen, dar den dynamiska permittiviteten e(w) definierats som

4dmio

e(w)=1+

Med att satta in den ovan harledda ekvationen (41) for frekvensberoende konduktivitet

blir
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For hoga frekvenser wrT >> 1, blir

w2
e(w) ~1— 2L, (50)
w2
dar w, ar den s.k. plasmafrekvensen
Adrne?
2
wp = ——— (51)
Karaktaren pa losningarna till vagekvationen
2 w?
VE + ge(w)E =0 (52)

avhanger av fortecknet péd e(w).

For e < O ar Iésningarna dampade, och strdlningen kan inte genomtranga metallen. Detta intraffar
dad w < wy.

For w > w,, blir e(w) > 0 och I6sningarna far positiv frekvens sa att stralningen kan genomtrénga
metallen, dvs. metallen blir genomskinlig (transparent) for strélningen.
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Alkalimetallerna (Na, K, ...) blir faktiskt transparenta da w > w,. Troskelvaglangden ar

C 2mcCe

Foljande tabell jamfor teori och experiment for dessa storheter:

A, (10°A) | Aops (10°A)
Li 1.5 2.0
Na 2.0 2.1
K 2.8 3.1
Rb 3.1 3.6
Cs 3.5 4.4

Vardena stammer egentligen mycket bra Overens om man tanker pa hur enkel modellen ar. En
noggrannare analys visar dock att permittiviteten ar mer komplicerad an vad som harletts har, och
den goda Overensstammelsen ar i ndgon man bara “god tur”.

En annan intressant konsekvens av denna harledning ar att en elektrongas kan uppratthalla
laddningsdensitetsoskillationer. Med dessa menas en oskillation med tidsberoendet e™*“*.
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Om vi namligen betraktar kontinuitetsekvationen fér stromtathetsvektorn

V '+8 =0
I T =

och ifall laddningstatheten oskillerar enligt

p(t) = p(w)e ™
far vi
V- j(w) —iwp(w) = 0.

Enligt Gauss lag galler

V- -E(w) =4mp(w)
sa med

j(w) = o(w)E(w)
far vi foljande egenvardesekvation for laddningstatheten:

(4mo(w) — iw)]p(w) = 0.
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Losningen till denna ar

drio(w)

=0 (60)

vilket ar ekvivalent med
W = Wp, (61)

dvs. troskelvardet for genomskinlighet. | detta sammanhang ger w,, alltsa villkoret for att laddnings-
densitetsoskillationer kan ske i materialet.

Dessa oskillationers natur kan forstas kvalitativt pa ett enkelt satt. Tank dig ett block av ett material,
och att elektrongasen i den som helhet forflyttas ett avstdnd d med avseende pd atombakgrunden
som halls stilla. Nu kommer vi att fa ett elfalt med magnituden 4o, diar o ar laddningen per area
I andorna av blocket:
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o = + nde N electrons

r-’“(—__—'ﬁ

E=2m0+ 2mo = 4mrnde

+++ 4+

N/Z 10ns 0 =-nde

Nu med en laddningsdensitet av n, N elektroner och IN/Z atomerna i hela blocket blir o = nde
och elektrongasen kommer som en helhet att uppfylla rorelseekvationen

Nmd = —NqE = —Ne|dno| = —Ne(4nnde) = —4nne’d (62)
vars losningar i d(t) ger just oskillationer vid plasmafrekvensen.
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Dessa oskillationer ar plasmoner, som ju redan namndes tidigare under kursen. De anvands bl.a.
inom elektronmikroskopi for att kalibrera mikroskopets energi, och observeras ocksa i studier av
hogenergetiska joners spridning vid ytor och framfart inne i material.

Fasta tillstandets fysik, Kai Nordlund 2017 4d 4P PP»r X 36



8.1.4. Varmekonduktivitet i metaller

Det faktum att metallens viarmeledningsformdga ar mycket storre an varmeledningsformagan hos
andra fasta amnen gor det naturligt att antaga att varmeledningsférmagan harror sig fran metall-
elektronernas stora mobilitet.

Varmeledningsformagan k definieras som proportionalitetskonstanten i Fouriers empiriska lag for
varmestromtatheten j, som i en dimension kan skrivas (jfr. kapitel 7):

Jo = —K—— (63)

Om e(T") anger den genomsnittliga termiska energin per elektron, giller att den genomsnittliga
energin hos en elektron efter en kollision vid =’ ar e[T'(z')].

De elektroner som anlander till x fran det hall dar temperaturen ar hogre har i genomsnitt senast
kolliderat vid © — v, och har den termiska energin €[T'(z — vT)]. Deras antal per enhetsvolym &r
n/2, ty hilften av elektronerna i x kommer fran ett hall. Bidraget till den termiska stromtatheten
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av dessa elektroner ar da antalet ganger hastigheten v, dvs.
n
v(a)s[T(x — vT1)] (64)
Elektronerna som kommer fran ldgtemperaturhallet bidrar pd motsvarande satt
n
— U(E)a[T(a: + vT)] (65)
Hela termiska stromtatheten blir alltsa
q 1
Jo = Env{s[T(x —oT1)] — [T (x 4+ vT)]} (66)

Nu da x beskriver systemets makroskopiska matt medan v7 ar en mikroskopisk storlek, ar vr << x.
Da kan vi gora Taylorapproximationen kring punkten x

T(x —vr) = T(x) — UTZ—: (67)

Nu ar sdkert ocksd (dT/dx) litet Sver avstdndet vT och vi kan gora ytterligare en Taylor-
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approximation i & kring punkten T'(x),

dT dT' de
T(x — = |T —vr— | =~ e|T — VT—— 68
elT(x —vr)] =€ [ (x) — v daz] e[T(x)] — vt T (68)
P3a samma satt far vi
dT de
T ~ e|T S TE— 69
e[T( + o)) ~ e[ T (o)) + vr = (69
Insattning av dessa i ekvation (66) ger
1 dT' de dT' de de dT
-q ~ _ T _ _ T - = 2 — 70
i o { [elr @) - vr S| = [elr@) + or | = ot 2T 0
D3 < v?c >= % < v? > &r det naturligt att generalisera detta resultat till
1 de
«q 2
~ n— —)(—VT). 71
' & v’ r (S0 (- VT) (1)
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Vidare ar
N de de
—(—) = —) = ¢, 72
V(dT) n(dT) c (72)

elektronernas bidrag till det specifika varmet sd att

jt =~

é’UQCUT(—VT). (73)

Jamforelse med varmeledningens definition, ekv. (63), ger ett uttryck for varmeledningsférmagan «:

KA —UTCy. (74)

Forhallandet mellan den termiska och den elektriska konduktiviteten inom Drude-modellen blir

2
Le,mo

K
A il (75)
o ne
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Ifall elektrongasen ar en klassisk gas i termodynamisk jamvikt galler enligt idealgasekvationerna

3
cy = —nkp (76)
2
1, 3
— = —kpT 77
5 kB (77)

sa insattningen av dessa tva ekvationer i ekv. (75) ger

1 %’RICB 3l€BT 3 ICB

3 2
i = —(—)°T, 78
o ne? 2( e ) (78)
vilket ar oberoende av metallens detaljerade egenskaper.
Denna harledning forutspar alltsa att
K —8 2
—— = konstant = 1.11x10 WQ /K (79)

ol

vilket ar ocksd en empirisk lag som heter Wiedemann-Franz-lagen. Drude-modellen forutspar alltsa
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detta beroende kvalitativt ratt. Om man ser pa kvantitativa varden ser man daremot att det ser
inte lika bra ut:

Fasta tillstandets fysik, Kai Nordlund 2017 4d 4P PP»r X 42



Table 1.6
EXPERIMENTAL THERMAL CONDUCTIVITIES AND LORENZ NUMBERS

OF SELECTED METALS
273K 373K
ELEMENT K k/aT K k/eT
(watt/cm-K)  (watt-ohm/K?)  (watt/cm-K) (watt-ohm/K?)

Li 0.71 222 x 1078 0.73 243 x 1078
Na 1.38 2.12
K 1.0 2.23
Rb 0.6 2.42
Cu 3.85 2.20 3.82 2.29
Ag 418 231 4.17 2.38
Au 3.1 2.32 3.1 2.36
Be 23 2.36 1.7 2.42
Mg 1.5 2.14 1.5 2.25
Nb 0.52 2.90 0.54 2.78
Fe 0.80 2.61 0.73 2.88
Zn 1.13 2.28 1.1 2.30
Cd 1.0 2.49 1.0
Al 2.38 2.14 2.30 2.19
In 0.88 2.58 0.80 2.60
TI 0.5 2.75 0.45 2.75
Sn 0.64 2.48 0.60 2.54
Pb 0.38 2.64 0.35 2.53
Bi 0.09 3.53 0.08 3.35
Sb 0.18 2.57 0.17 2.69

Source: G. W. C. Kaye and T. H. Laby, Table of Physical and Chemical Constants, Longmans
Green, London, 1966.

De flesta kvantitativa varden ar alltsd ungefar en faktor 2 for stora. D& Drude sjalv harledde
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teorin gjorde han ett fel pd en faktor pd tva, och fick d& fenomenalt bra overensstimmelse med
experiment...

Men i sjalva verket finns det ett allvarligt problem med harledningen, namligen antagandet

3
Cy = EnkB’ (80)

vilket har aldrig observerats. Empiriskt ar det elektroniska bidraget till det specifika viarmet vid
rumstemperatur mycket litet.

Orsaken till att felet i Drude-teorins forklaring av Wiedemann-Franz-lagen upptacktes sent, var att
felet i uppskattningen av det specifika varmet till mycket stor del kompenseras av ett motsvarande

fel i uppskattningen

L n? & SkpT (81)
—mv° & — :

2 2"

vilket inte heller galler for en elektrongas.

| sjdlva verket ar dessa tva fel bada av storleksordningen 100, men at olika hall s3 att de kancellerar
nastan perfekt. S3 Drude hade fenomenal tur dad han harledde sin lag...
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Men i alla fall ndr man inte denna kancellations-effekt. Vi ger har ett exempel dd sa inte sker.
8.1.4.1. Seebeck-effekten

D3 man gor en matning av varmekonduktiviteten gor man det typiskt i en stav dar andorna ar elekt-
riskt isolerade, dvs. elektriskt sett en oppen krets. | borjan av matningen kommer elektronsystemet
att soka sig i termisk balans, och det kommer att fléda en strom i staven. D& man uppnatt jamvikt,
ar strommen noll, men det kommer att finnas olika elektrontatheter i de tvd dndorna av staven.
Darmed kommer det ocksa att existera ett elektriskt falt som ar riktat mot temperaturgradienten.

Denna termo-elektriska effekt ar kand som Seebeck-effekten. Den kan uttryckas som
E=QVT, (82)

dar @ ar en negativ koefficient som kallas den termiska effekten.

Denna kan uppskattas pa foljande satt inom Drude-teorin. Den genomsnittliga elektronhastigheten
vid x som uppstar av temperaturgradienten ar

vy = %[v(a: —vr) —v(xr+vr)] >~ —TU - ;l_:; = —T%(%) (83)
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Om vi nu igen generaliserar till 3D far vi v* — vi = % < v >, fas

T dv?
= ———— (VT 84
vo = —2S(VT) (84

Den genomsnittliga “drifthastigheten”, som uppstar pga det elektriska faltet, ar

eET  eQVTrT

m m
| jamvikt bor vg = —vg, sa vi far:
dv? VT
_ I (vT) = eQVTT (86)
6 dT m
ur vilket vi kan losa @ till
1 d 2 1 d3 k _
Q= — Y Stk =2 — _0.43.10V/K. (87)
3edT 2 3edTl 2 2e

Experimentella varden pd Q ar av ordningen 10_6V/K, sa detta varde ar ungefar tva storleksord-
ningar for mycket !.
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Orsaken ar att vi igen gjorde Drudes antagande %mv2 ~ %kBT som ju var fel. Men i.o.m. att vi

inte gjorde det andra felaktiga antagandet ¢, = 3nkp/2, kancellerar inte felen nu.
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8.2. Sommerfelds metallteori

[AM 2, Riskas anteckningar, HH 3. Se ocksd Mandl]

Vi sadg just att trots att Drude-teorin har vissa bra framgangar, har den ocksd mycket allvarliga brister.
Detta betyder dock inte att vi genast behover kasta fri-elektron-modellen 6ver bord. Med en enkel
korrektion, dvs. att anvanda Fermi-Dirac-statistik istallet for den klassiska Boltzmann-statistiken,
visar det sig att man kan korrigera manga av teorins brister

Denna modell ar kiand som Sommerfelds metallteori. Den kan uttryckas som pseudo-ekvationen

Sommerfeld-modellen = Drude-modellen + Fermi-Dirac-distributionen

Drudes elektrongasteori baserades ju pd antagandet att elektrongasen kan beskrivas som en klassisk
idealgas, for vilken de olika energitillstdnden ockuperas i enlighet med Boltzmanndistributionen

p(E) = Ce™ Fr/tBT (88)

Under antagandet att elektronernas potentialenergi ar liten i jamforelse med deras kinetiska energi
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ar hastighetsdistributionen Maxwell-Boltzmann-distributionen

M 3/2 —muv?/2kgT
= 89
Fa(v) = nls )" (%9)

Vid normala temperaturer (17" < 1000 K) &r detta antagande helt felaktigt!

Elektrongasen maste beskrivas som en Fermi-Dirac (ideal)gas, for vilken energitillstdndens ockupa-
tionsannolikhet ar

C
pLE) = e(E—n)/kpT 4 1 (90)
Motsvarande hastighetsfordelning ar
1 m 1
V) = — 91
fv) 4(7rh) e(%mUQ_kBTF)/kBT_l_ 1 (1)
Har ar T» den s.k. Fermi-temperaturen, och kgl = E den s.k. Fermi-energin. Denna

bestams av normaliseringsvillkoret

= / & F(v) (92)
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For elektrontitheterna i metaller &r T av storleksordningen 10* K. Detta innebir att elektrongasen
ar vid lagre temperaturer “termodynamiskt kall”, dvs. att nastan alla elektroner ar i det termo-
dynamiska grundtillstandet. | detta temperatur-omrade ar Fermi-Dirac och Maxwell-Boltzmann-

distributionerna fenomenalt olika: (bilden ar for T' = T /100)

Elektronerna ar i verkligheten nastan jamnt fordelade upp till Fermi-energin £r som motsvarar
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T'r, men Maxwell-Boltzmann-distributionen férutspdr ndgot totalt annat. Detta ar grundorsaken till
manga av Drude-modellens brister.

Vig hoga temperaturer T' >> T'r narmar sig Fermi-Dirac naturligtvis Boltzmanndistributionens
form.
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8.2.1. Degenererade (T=0) elektrongaser

Vi tar forst och betraktat degenererade Fermi-gaser, dvs. sddana som ligger vid 1" = 0, och har
alltsd alla elektroner i grundtillstandet. Vi ser fran bilden ovan att i sjalva verket ar elektrongaser vid
normala temperaturer ofta mycket nara ett degenererat system, s detta ar en naturlig startpunkt.

| degenererade Fermisystem ar alla tillstdnd vars energi ar mindre an Fermienergin €, som
motsvarar Fermi-temperaturen Tz, upptagna av tva elektroner, medan inga elektroner finns i hogre
energitillstand. Fermienergin kan berdknas pa foljande satt fran partikeltatheten.

Vi betraktar ett elektronsystem som ror sig fritt inom en kubisk volym V' = L? under periodiska
gransvillkor.

Detta val kan verka ganska godtyckligt, men dd man ar intresserad av egenskaper innanfor ett stort
materialblock, dar ytan inte paverkar egenskaperna, kan man val motiverat valja en sddan form
som ar matematiskt mojligt enkel att betrakta. De periodiska gransvillkoren kan motiveras med
att tanka sig att det ar mycket sannolikt att i en kristall har alla bestdende plana viagor samma
periodicitet som gittret. Med att valja L = na kan man alltsd fd samma periodicitet som gittret
for ens losningar.
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Elektronsystemets vagfunktioner bor uppfylla den tidsoberoende Schrodingerekvationen
o,
— Vi =ey (93)
2m

Schrodinger-ekvationens losningar blir plana vagor for varje elektron

1 . 1 . . .
",b _ ik-r ezkxxezk:yyezkzz (94)

dar normaliseringskonstanten 1/+/V har valts s& att sannolikheten att hitta elektronen nédnstans i
volymen

I = dr|i(r)|’ (95)

kuben
ar = 1.

Om vi nu infér de periodiska randvillkoren

Y(z) = (z + L), (96)
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far vi villkoren

varar foljer att

dar nx, ny, nz ar heltal.

(Notera for ovrigt att detta ar exakt samma villkor som vi harledde tidigare for fononer !!)
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Figure 2.2 k, A
Points in a two-dimensional k-space of the form k, = . . + . .
2nn./L, ky, = 2nn,/L. Note that the area per point is just
(2n/L)*. In d dimensions the volume per point is (27/L)%. . . l
kx
& - ﬁ‘ * o
L] L] L ] L]
2
L
. . ) .
Som for fononer innebar detta att tatheten av tillstdnd pd k. -axeln ar
2T _
(=) (99)
L

Tillstandstatheten i den 3-dimensionella reciproka (K)-rymden blir da

B (27r>_3_ % (100)
PT\T) T osx
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Vagfunktionerna kommer att ha energin

Pk R .,
= = kEl+k + k 101
© 2m Qm( v Y 2 (101)
och rorelsemangden
p = hk = h(ks, ky, k) (102)

Tillstandstdatheten, dvs. antalet nivder i 3D mellan k och k + dk, far vi nu exakt pd samma satt
som for fononerna:

Ett tunt skal mellan k och k 4+ dk har volymen
Ank’dk (103)
och antalet punkter i det, tillstandstatheten g(k)dk, blir

Vk?

272

g(k)dk = 4nk’dk x p =

(104)
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For att fa denna som en funktion av energi maste vi nu dock komma ihdg att ett visst kvanttillstand
i k-rymden kan ha tva elektroner, en med spin up, och en annan med spin ner. Alltsd fas
energi-tillstandstatheten:

g(e)de = 2g(k)dk (105)

som kan raknas som tidigare med

gle) = ZQ(R)Z—S =2 (‘;’:j) <jg\/2;ns> _ <‘;]Z2> <%\;z) (106)

= (V2m€> (1\/%> — L (2m)*E (107)

h2m2 NG 2723

Nu vet vi alltsd vagfunktionernas tiathet och energier, men inte vilka av de oandligt manga
vagfunktionerna som ar fyllda och vilka inte. Men den senare kunskapen kan vi fa latt.

| en fullstindigt degenerarad (T=0) Fermigas gillde ju att bara energinivder under ep
ar fyllda. Darmed galler alltsd att endast vagfunktioner som har en energi mindre an g
kommer att vara fyllda.
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Nu kommer det alltsd att existera en sfir i reciproka k-rymden, innanfér vilken alla fyll-
da vagfunktioner har sitt k-viarde. Denna sfir kallas Fermi-sfaren. Sfirens yta kalla Fermi-

ytan, dess radie krp Fermi-vagtalet, rorelsemangden pr = hkpr Fermi-rorelsemdngden, och

vrp = pr/m = hkr/m Fermihastigheten.

Kz

| Fermi surface

\‘/ €=€F

Orsaken att man skiljer mellan sfaren och dess yta ar att sedan da
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beaktande, visar det sig att de fyllda vagfunktionerna ligger inte mera innanfér en sfar, utan inom
nagot mer komplicerat objekt. Detta objekts yta kallas Fermi-ytan oberoende av objektets form.
En verklig Fermi-yta, den for de ddla metallerna, visas har:

For att berdkna Fermi-energin kan vi helt enkelt integrera Over tillstandstatheten g(e) och krava
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att hela antalet elektroner inom sfaren ar det korrekta vardet N (IN/V kan ju trivialt raknas om vi

kdnner antalet valenselektroner). Alltsa far vi

F SR %
N=[" ge)de = / (2m)2\/ade =
0 0 T 3m2h3

varur fas

kr kan berdknas ur ep = h2k%/2m till

1/3
\/ \/ 3772N 2/3 B <3772N> /
— % ’

Fermi-hastigheten till
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och Fermi-temperaturen T'r trivialt med € = kg1

2/3
h? 312N 4
Tp = (112)
kaB vV

For att uppskatta hurdana varden det ror sig om kan vi t.ex. anvianda oss av kalium som ett

exempel. Den har en yttre elektron per atom och BCC-struktur med gitterkonstanten a = 5.23 A.
Alltsd blir N/V = 0.014 el/A®> = 1.4x10%® el/m? och vi far med insittning

er = 2.12 eV, (113)
kr =0.746 A™! (114)

samt
Tr = 2.46x10" K (115)

Vi ser alltsa att Fermi-temperaturen faktiskt ar extremt hog, sa elektrongasen kommer att vara
mycket nara en fullstandigt degenererad gas vid normala temperaturer. l.o.m. att de flesta metaller
har gitterkonstanter och antal av valens-elektroner som ar av samma storleksordning som i kalium,
kommer inte detta att kvalitativt andra mycket fran dmne till amne.

Har ar ett antal exempelvarden:
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Table 2.1

FERMI ENERGIES, FERMI TEMPERATURES, FERMI WAVE VECTORS, AND

FERMI VELOCITIES FOR REPRESENTATIVE METALS®

ELEMENT  r/a, & Tr kp Up
Li 325  474eV 551 x 10K 112 x 10%ecm ' 129 x 10® cm/sec
Na 393 324 377 0.92 1.07
K 4.86 2.12 2.46 0.75 0.86
Rb 5.20 1.85 2.15 0.70 0.81
Cs 5.62 1.59 1.84 0.65 0.75
Cu 2.67 7.00 8.16 1.36 1.57
Ag 3.02 549 6.38 1.20 1.39
Au 3.01 5.53 6.42 1.21 1.40
Be 1.87 143 16.6 1.94 225
Mg 2.66 7.08 8.23 1.36 1.58
Ca 3.27 4.69 544 1.11 1.28
Sr 3.57 393 4.57 1.02 .18
Ba 3.71 3.64 423 0.98 1.13
Nb 3.07 5.32 6.18 1.18 1.37
Fe 212 111 13.0 1.71 1.98
Mn 2.14 109 12.7 1.70 1.96
Zn 2.30 9.47 11.0 1.58 1.83
Cd 2.59 7.47 8.68 1.40 1.62
Hg 2.65 7.13 8.29 1.37 1.58
Al 207 117 13.6 1.75 2.03
Ga 219 104 12.1 1.66 1.92
In 241 8.63 10.0 1.51 1.74
T1 2.48 8.15 9.46 1.46 1.69
Sn 222 102 11.8 1.64 1.90
Pb 2.30 9.47 11.0 1.58 1.83
Bi 2.25 9.90 1.5 1.61 1.87
Sb 2.14 12.7 1.70 1.96

10.9

4 The table entries are calculated from the values of ry/a, given in Table 1.1 using m =

9.11 x 107?® grams.
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Elektrongasens totala (inre) energi kan nu berdknas med

h°k? 1% h°k?
E = 2) — =2 /d?’k— (116)
, 2m (27)3 2m
<kp
1% FF h°k? 1% k>
= 2 / dk drk® —— = n =L (117)
(27)3 Jo 2m  2mm? 5
och da
Vs
N = 37; (118)

far vi energin per elektron

E  3r°k% 3 3, (119)
_— = _= —& = —
N 10m 5 5 BF

Notera per kontrast att i en klassisk Boltzmann-elektrongas ar ju E/N = 2/3kpT sd det
skulle krivas temperaturer av storleksordningen av Fermi-temperaturen 10* K for att n3 den
elektron-energi, som i verkligheten férekommer redan vid 0 K !!
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Som funktion av volymen far vi energin genom att I6sa kr som funktion av N och far

2 2N 2/3
o (%)

E=N (120)
10m
Tillstdndsekvationen for en kall elektrongas berdaknas enligt
OF
P=—|— (121)
oV )
och i.o.m. att vi ser frdn ekv. (120) att
ExV?? (122)
far vi det enkla resultatet
2 F
P=—— (123)
3V
som ger med insdttning och notationen n = N/V
2E 1k N\*?  1n?
P====_"(37%)%3 (-) = ——(37%)¥3p/? (124)
3V 5m Vv 5m
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Nu kan vi ocksa berdkna bulkmodulen B for elektrongasen

oP

B=-V( (125)

och i.0.m. att vi fran ekvation (123) ovan ser litt att P o< V ~°/3 f3r vi

B=_P=-"y = ner (126)

Trots att elektrongasens bidrag till kompressibiliteten bara ar en del av en metalls totala kompressi-
bilitet, ger elektrongasmodellen en uppskattning som har ratt storleksordning:
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vy

In Table 2.2 we compare the free electron bulk moduli (2.37) calculated from r,/ay,
with the measured bulk moduli, for several metals. The agreement for the heavier
alkali metals is fortuitously good, but even when (2.37) is substantially off, as it is in

Table 2.2
BULK MODULI IN 10'° DYNES/CM? FOR SOME
TYPICAL METALS"

METAL FREE ELECTRON B MEASURED B

Li 239 11.5

Na 9.23 6.42

K 3.19 2.81

Rb 2.28 1.92

Cs 1.54 1.43

Cu 63.8 134.3

Ag 34.5 99.9

Al 228 76.0

“ The free electron value is that for a free electron gas at the observed
density of the metal, as calculated from Eq. (2.37).

Vi kan alltsa redan harleda oss till en del resultat bara med antagandet av en elektrongas vid 0 Kl

Fasta tillstandets fysik, Kai Nordlund 2017 4d 4P PP»r X 66



8.2.2. Elektrongaser vid dndlig temperatur

Fermi-Dirac-distributionen for sannolikheten att en energinivd ar upptagen ar ju

2

fe) = ele=n)/kpT 4 q (127)

| denna formel ar v en parameter som kallas den kemiska potentialen. Vid T = 0 ar u = €p.

Elektrongasens inre energi ar

dk e(k)
U = zk; exfler) =2 2mys ST 1 1 (128)
R k?
€= —— (129)
2m
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Det totala elektronantalet ar

Noo [ LF 1% : 130
_ (27)3 e(c(k) =) /kpT 4 1" (130)

Om denna ekvation |oses for “fugaciteten” z = e"/*BT och denna insittes i uttrycket for U fas
U som en funktion av N, V' och T, vilket gor det mojligt att konstruera alla de termodynamiska
potentialerna och att bestamma de termodynamiska responsfunktionerna som specifika virmen etc.

Integralerna over k kan ersdttas med integraler 6ver €, da

e =——; de=——dk; (131)
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och vi far

Har ar g(e) energinivatatheten i ekv. (107), vars uttryck nu skrivits med en stegfunktion

m 2me
9(6) = 551/ 25-0(e).
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2

A3k
(2m)3

f(e)

2
e -47T/dkk f(e)
1 m
; kﬁde f(E)
1 2mem
2 3 hzde f(e€)

/Z%W%®-

494 <O PP X

(132)

(133)

(134)

(135)

(136)
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Har representerar 6(€) stegfunktionen

Ett bekvamt uttryck for g(e) ar

+1 e€>0
9(6):{ 0 e < 0.

g(e) = 2 () 2g(e)

Tillstdndstatheten vid Fermi-energin blir da

2€F EF
3n
g(er) = 5—.
2€F

Den inre energin per volymenhet kan nu skrivas om som
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U 0
u= = / deg()ef(e),

(137)

(138)

(139)

(140)
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och partikeltatheten som

N o0
n=s=/ deg()f (o) (141)

med

B 2
fle) = ele—w)/kpT 4 1"

(142)

For temperaturer, som ar sma i jamforelse med Fermitemperaturen (~ 10* K), ir Fermi-Dirac

-distributionen f(e) mycket lik en stegfunktion. Omrédet kring p dér distributionen avviker fran en
stegfunktion har bredden ~ kT
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f(e.T)

E
N

n(e,T) _— ale)

Fig. 3.2

Har ar ocksa annu en bild av distributionen vid olika temperaturer:
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1.0

J%\ﬂm 500 K )
i =

0.8~ AN -
e
1@ %\ \
0.6} -

h \
q \
04— 5 x 10+ K \\\
0.2 — .
10 x 10¢ K ————— \ \
L N \\
”U 1 2 3 4 5 6 7 8

€/ky, in units of 10" K

Integraler av typen

I = /_stH(s)f(e)

kan berdknas med hjalp av den s.k. Sommerfeld-utvecklingen.
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Lat

K(e) = / de'H (e'); (144)

H(e) = dl;ig); (145)

Da ar
/ deH () f(e) = / dsdiie) £() (146)
= IPLK@f(E) — [ deR()f©) (147)

Ifall H(—o0) = 0, och H(¢) inte vixer snabbare dn ¢, N < oo da e ir stort blir substitutions-
termen O.

Funktionen f'(&) avviker fran O blott i ett snavt omrade kring u vars bredd dr kgT'. Detta gor det
naturligt att utnyttja en Taylorserie-utveckling for K (&) kring p:

"K(¢e)
de™

K(e) = K + 3 E RS, (145)
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I=— /OO def'(e) K (¢) (149)

=k [ e/ (0) - S D [Car@e-wt s
n=1
= (e)

| serieutvecklingen upptrader enbart jamna potenser av (¢ — u):

= [ dene) - Z(d <>>u( = [ ae-wTre) s

Definiera

— 1
‘ ,u; dx = de (152)
kT kT

Tr =

2n—1

I = /_“ deH(e) + ) an(kBT)Qn(dde%_lH(s))M (153)

Har har a,, definierats som
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o0 nod o1
i = — / dr2 % ) (154)
oo (2n)ldx e +1

Koefficienterna a,, kan uttryckas som serier:

B 1 1 1 1
an=2(1 = -t o = ot o — ) (155)

Dessa kan uttryckas i kompakt form med hjalp av Riemanns {-funktion:

() =14t + —+ (156)
n) =
2m 3" 4n
sa att
1

an, = (2 — 520 1))C(Qn). (157)

For ((2n) galler
2n
on) =221 "_p 158
(2n) o (158)

dar B,, ar Bernoullis tal:
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Notera att

(@)= ()=

De explicita uttrycken fér de lagsta termerna i Sommerfeldutvecklingen ar

/_oo deH (e) f(e) = /M de H (e)

0 — 0

2 4

7 7T
+ —(kpT) H' (1) + —(ksT)" H" (1) + O(T").
6 360
For den inre energin fis pad detta satt serieutvecklingen
u = / deeg(e) f(e)

—/ kw@ﬂ~4@ﬂumo+wum+ow>

For partikeltatheten galler
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" /M deg(e) + W—(kBT)zgl(M) +0(T") (165)

g(e) = ——<—>1/2e<e> (166)
€Er €Efp
Lg(p
=) = 2 (167)
Iz % 2
/ deg(e) = / deg(e) = Zg(u)n (168)
— 00 0
Darmed
1g(p
= Zg(un + —(kBTf g(r) (169)
T ey (170)
;’)?/2 8 MUQG;/Q
3/2 2
7 s 5 1
1 = kT 171
E;/Q —|_ 8( B ) p /2631)?/2 ( )

Denna ekvation kan I6sas med serieutvecklingsansatsen:
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p=ep—+ 6T + O(T4)- (172)

5
36
~ &?[1 + =—T7 (174)
2€F
_ _ 16
ot e P — 55Tz] (175)
36 2 1
1214+ 2272 4 D (k)< (176)
2€p 8 €%
2
1
30T = — k2T (177)
4 €
2
T 5 1
§ = ——k—; 178
2B (178)

Den kemiska potentialens temperatur beroende blir (till andra ordningen i T):

1 7T]<:BT

MZGF{ _5( 2€F

)’} (179)

Detta uttryck kan utnyttjas for att harleda en explicit formel fér den inre energin:
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w=Zg(u)u’ + " (knT)lo(w) + 59(m)] + O(T") (180)

%97#)
2 w2 5
Q(M){gﬂ "‘Z(kBT) } (181)
o 3 n 1/2 3 n 1/2 1 WkBT 2
g(p) —5?.“ = EEGF {1_6 2er )"} (182)
F F
3 1 wkpgT
3y L mheTyy (183)
2€F 6 2€F
3 1 wkgT 2 2 wkgT
we S - (P S (1 - SR (184)
2€F 6 2€F 5 3 2€F
2
7T
= (kT)} (185)
- __J1 - = — —n kLT 186
w= ST - GG 4 kT (186)
72k2 72
Y
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3 5 7Tk'BT

. 1+ = 2 187
Sner {1+ (20 (187
kT
— wp + nep(TE)? (188)
€F
7T2 2
u = ug + E(kBT) g(er) (189)

For att sammanfatta de forra 4 sidornas harledningar, kom vi alltsd fram till att den kemiska
potentialens p temperaturberoende blir till andra ordningen i T":

= 1 —— : 190
p=er 1= 2520 (190)
och den inre energin per volymenhet u kan skrivas
3 5 7T]€BT 2
U= -n 14+ — 191
5 +3<26F>] (191)
eller
7T2 2
u = ug + E(RBT) g(er) (192)
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Detta uttryck kan direkt anvandas for att berdkna elektrongasens specifika varme:

ou  w*
2
° kT
= fF kg (194)

Elektrongasens bidrag till det specifika varmet dr mycket obetydligt vid rumstemperatur (~ 10_2).
D3 jonernas bidrag vid l3ga temperatur ir proportionellt mot T°°, medan elektrongasens &r
proportionellt mot I, kommer elektrongasens bidrag dock att vara det dominerande vid mycket
|dga temperaturer:

cy = ~T + AT?: (195)

Co

=7 + AT?, ~(10"*cal/mol K?) (196)

Konstanterna kan bestimmas genom att rita C/T som en funktion av T2, Har &r en sidan graf for
kalium:
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)

X2

-1K
N
T

Cy/T (mJ mol

0 01 02 0.3

och héar dr en tabell av experimentella resultat, och resultat som fatts med formeln (194)

Fasta tillstandets fysik, Kai Nordlund 2017 4d 4P PP»r X 83



Table 2.3

SOME ROUGH EXPERIMENTAL VALUES FOR THE COEFFICIENT
OF THE LINEAR TERM IN 7 OF THE MOLAR SPECIFIC HEATS

OF METALS, AND THE VALUES GIVEN BY SIMPLE FREE
ELECTRON THEORY

FREE ELECTRON MEASURED } RATIO®
FLEMENT (in 10~# cal-mole~*-K~2) (m*/m)
Li 1.8 4.2 23
Na 2.6 35 1.3
K 4.0 4.7 1.2
Rb 4.6 5.8 1.3
Cs 5.3 7.7 L5
Cu 1.2 1.6 1.3
Ag 1.5 1.6 11
Au 1.5 1.6 1.1
Be 1.2 0.5 0.42
Mg 24 32 13
Ca 3.6 6.5 1.8
Sr 4.3 8.7 2.0
Ba 4.7 6.5 1.4
Nb 1.6 20 12
Fe 1.5 12 8.0
Mn 1.5 40 27
Zn 1.8 1.4 0.78
Cd 2.3 1.7 0.74
Hg 2.4 5.0 2.1
Al 22 3.0 1.4
Ga 24 1.5 0.62
In 29 43 1.5
Tl 3.1 35 1.1
Sn 33 4.4 1.3
Pb 3.6 7.0 1.9
Bi 43 0.2 0.047
Sb 39 1.5 0.38
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| de allra flesta fall stimmer teorin alltsd redan bra Gverens med resultaten, men i nagra (Nb, Fe,
Mn, Bi, Sb) misslyckas den fenomenalt.
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8.2.3. Elektrongasens transportkoefficienter

Elektrongasens transportkoefficienter kan berdknas pd samma satt som i den klassiska Drudeteorin
forutsatt att de termodynamiska storheterna berdknas med hjilp av Fermi-Dirac foérdelningen i
stillet for Boltzmann-fordelningen.

En del storheter ar oférandrade frdn Drude-teorin, namligen alla de dar elektronernas hastighetsdis-
tribution inte hade en roll. Alltsd galler vara berdakningar for vaxelstroms- och likstroms-konduktivitet
och Hall-effekten fortfarande.

Andra storheter kan nu latt berdknas genom att ersatta elektronernas klassiska hastighet med
Fermi-hastigheten.

8.2.3.1. Ledningsegenskaperna

Den genomsnittliga fria vagen — dvs. det avstdnd en elektron i genomsnitt tillryggalagger mellan
kollisionerna — ar

[ ~vpT, (197)
dar 7 ar relaxationstiden. Fermihastigheten vy = hkp/m ar nu mycket storre dn Drude-teorins
uppskattning av den genomsnittliga hastigheten.
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Relaxationstiden 3ar som forr

m
T = ——0. (198)
pne?
dar p ar resistiviteten, som alltsa ar
m
p=—— (199)
T™ne

Vid rumstemperatur visar sig [ vara av storleksordningen 10-100 A.

Som en liten parentes betraktar vi annu med vad elektronerna kolliderar en kristall. | en perfekt
kristall kolliderar elektronerna bara med fononer. |.o.m. att antalet fononer ju dr temperaturberoende
och gar mot noll dd T" — 0, skulle detta leda till en temperaturberoende kollisionsrat 1 /7, som
gar mot noll d3 T" — 0.

Men i praktiken finns det alltid ndgot antal orenheter i en kristall, och elektronerna kommer ocksa att
kollidera med dessa med nagon kollisionsrat 1 /74 som &r i god approximation temperaturoberoende.
D3 T' — 0, kommer denna alltsa alltid for eller senare att dominera kollisionerna. Summan av
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kollisionsraterna blir nu

1 1 1
=4 (200)

T 0 Tpr(T)

och resistiviteten kommer att kunna skrivas

- ™ o = pi(T) + (201)
P= T ne2rg  ne2ry(T) P po

pr1 kallas den ideala resistiviteten och pg den residuala resistiviteten (for att den finns kvar vid
0 K).

Detta forklarar Mattheisens regel, som sadger att olika prover (med olika kristallkvalitet) av samma
material kommer att ha resistiviteter som avviker bara med en temperaturoberoende konstant.
Denna konstant kommer alltsd att vara

m

po = (202)

ne2ry
och samtidigt ge resistiviteten vid 0 K. Detta illustreras i foljande bild for natrium:
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4
Relative resistance 10 f?/ﬁ’?go p

Temperature (K)

8.2.3.2. Varmekonduktivitet
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Varmeledningskoefficienten ar fortfarande

1
K = 5’027'0@. (203)

| Drudeteorin uppskattades < v? > med hjalp av Maxwell-Boltzmann-distributionen som

%mv2 ~ %kBT, och ¢, som %nkB. Bagge uppskattningarna var ju mycket missvisanden men felen

kompenserade i hog grad varandra.

Inom Sommerfeld-teorin fick vi for den kalla kvantmekaniska elektrongasen

28}?

Vo~ Up =\ — (204)
m
och
2
kgT
o ~ — (B kg, (205)
2 €
och for konduktiviteten o gallde ju
2
og=-" (206)
m
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sa vi far

12 2 kT
=BT BBk (207)
3 m ne? 2 e€p

eller

2
k
"= T (25)? = 2.44.10%WQ/K? (208)
ol 3 e

Den kvantmekaniska uppskattningen ligger mycket nara de flesta empiriska vardena for metaller,
som ju var:
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Table 1.6
EXPERIMENTAL THERMAL CONDUCTIVITIES AND LORENZ NUMBERS

OF SELECTED METALS
273K 373K
ELEMENT K k/aT K k/eT
(watt/cm-K)  (watt-ohm/K?)  (watt/cm-K) (watt-ohm/K?)

Li 0.71 222 x 1078 0.73 243 x 1078
Na 1.38 2.12
K 1.0 2.23
Rb 0.6 2.42
Cu 3.85 2.20 3.82 2.29
Ag 418 231 4.17 2.38
Au 3.1 2.32 3.1 2.36
Be 23 2.36 1.7 2.42
Mg 1.5 2.14 1.5 2.25
Nb 0.52 2.90 0.54 2.78
Fe 0.80 2.61 0.73 2.88
Zn 1.13 2.28 1.1 2.30
Cd 1.0 2.49 1.0
Al 2.38 2.14 2.30 2.19
In 0.88 2.58 0.80 2.60
Tl 0.5 2.75 0.45 2.75
Sn 0.64 2.48 0.60 2.54
Pb 0.38 2.64 0.35 2.53
Bi 0.09 3.53 0.08 3.35
Sb 0.18 2.57 0.17 2.69

Source: G. W. C. Kaye and T. H. Laby, Table of Physical and Chemical Constants, Longmans
Green, London, 1966.
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8.2.3.3. Seebeck-effekten

Det allmdnna uttrycket for den termiska effekten (Seebeck-effekten) ar

Co

Q:_

3ne

Insattning av ¢, ger nu Sommerfeld-modellens varde for Seebeck-effekten

2
kp kgT ksT .  _,V
Q=BT 14257y 107t
6 e €Er €Fr K

som ar av ratt storleksordning.

Motsvarande klassiska uttryck var ju vid rumstemperatur ca. 100 ganger for stort.
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8.3. Var misslyckas fri-elektronmodellerna?

Med Sommerfeld-modellen lyckades vi alltsd I6sa manga av Drude-modellens brister. Ar allt nu frid
och frojd i var beskrivning av elektroniska effekter i material ? Nej. Det finns annu en massa saker
som fri-elektronmodellen inte kan beskriva ordentligt. Vi listar har kort nagra av dem, fler finns i
Ashcroft-Mermin kap. 3.

e Hall-koefficienten ar i verkligheten inte oberoende av temperatur- och magnet-filt, och kan tom.
ha negativa fortecken.

e Magnetoresistansen ar inte oberoende av magnetfaltets styrka

e Resistiviteten i elektrisk konduktivitet ar inte temperaturoberoende.

e Vad bestammer antalet ledningselektroner? Fri-elektronmodellen bara antog att de finns dar...

e Varfor ar inte alla grundamnen metaller ? Vad ar en halvledare egentligen ?
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For att besvara (eller ens forsdka besvara) dylika fragor maste vi beakta kristallstrukturens inverkan
pa de elektriska egenskaperna, som ar damnet for nasta kapitel.
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Vad har du atminstone lart dig i detta kapitel?

Att Drude-modellen kan férklara:
e Ohms lag
e Hall-effekten vid ldga temperaturer och starka magnetfalt

Att Sommerfeld-modellen kan forklara:
e Det som Ohms lag kan forklara

e Elektrongasens bulkmodul

e Metallers virmeledningsformaga

e Seebeck-effekten.

Dessutom kanner du begreppen:
e Plasmon; Fermi-sfar, -yta, -vagtal, -rorelsemangd, och -hastighet.
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