6. Kristalldynamik

[HH 2, Kittel 4-5, (AM 22-23)]

Hittills har vi pd denna kurs enbart betraktat atomer som inte ror sig, och ar antingen i sina
jamviktslagen eller (i fallet av defekter) i ndgot metastabilt lage.

Men det ar klart att manga egenskaper hos material harror sig ur atomer i rorelse. Materialet i de
tva senaste kapitlen, och speciellt den harmoniska modellen som anvandes for att harleda elasticitet,
ger en god grund for att forsta de enklaste vibrationerna i gitter.
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6.1. Gittervibrationer och fononer

Kristaller presenterades ovan som om atomer skulle ha en exakt plats i rymden vid sin gitterpunkt.
Detta strider dock uppenbart mot Heisenbergs osakerhetsprincip, som ju bl.a. sager att bade platsen
och rorelsemangden pad en partikel kan inte bada vara noggrant bestamda samtidigt. Detta leder
till att atomerna alltid, tom. vid 0 K, vibrerar dtminstone lite kring sina jamviktslagen. Denna
vibration kallas nollpunktsvibration ( “zero point vibrations”) och energin som denna rorelse leder
till nollpunktsenergi.

((Notera att denna nollpunktsenergi har ingenting att gora med den nagot svagt férstadda noll-
punktsenergi som finns i vakuum i rymden som science fiction-forfattare dlskar att ta sig till dd de
behover en obegriansad energikilla eller dyl... Nollpunktsenergin i materialfysik ar val verifierad och
forstddd och mojliggdr garanterat inte exotiska energikallor eller laservapen.))

Men med undantag av laga temperaturer (T < 300 K) och kondenserat helium &r nollpunktsenergin
oftast av relativt liten betydelse. Vid hégre temperaturer dominerar atomers virmevibrationer, som
i forsta approximation kan bra forstds som en klassisk process. Vi behandlar forst den klassiska
modellen, for att sen Overga till kvantmekaniska betraktelser.
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| den klassiska modellen utgadr man forst frdn samma harmoniska modell som for elasticitetsteorin.
Denna kommer sakert att galla for tillrackligt sma vibrationer. l.o.m. att i den harmoniska modellen
ir energin for en forflyttning € proportionell mot €2, kan vi utgd fran en liknande bild som for

vibrationer hos en enkel harmonisk oskillator.
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6.1.1. Elastiska ljudvagor

Ett enkelt bevis pa att gittervdgor kan rora sig i kristaller dr helt enkelt det att ljud kan fortplanta
sig i fasta amnen, t.o.m. riktigt bra i t.ex. metaller. Ljudvdgor maste motsvara langa vaglangders

och ldga frekvensers vagor i kristaller.

| en given kristallriktning och for en given frekvens ar det mojligt att sanda tre stycken kristallvagor,
som atskiljs av sin polarisation och oftast ocksd av sin hastighet. | en hogsymmetrisk riktning,
t.ex. [100] i kubiska system, kan det réra sig en longitudinellt polariserad vag och tva transversellt

polariserade vagor.
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Vi betraktar nu i mer detalj det enkla fallet av en longitudinell vdg som ror sig langs med x-axeln:

X + %!

]

'x + &x,t)

Betrakta tvd plan som i jamvikt ligger vid x och x + dx. Anta att planet vid x forflyttas med
&(x,t) och planet vid y med £(x + dx, t). Nuom dx &r liten i jamforelse med vaglangden kan vi
gora Taylor-approximationen

E(z + 6w, t) ~ (. ) + o6z 1)
ox

Nu ar forflyttningen (utttdjningen, strain) jamfort med lagret bredvid av elementen vid dx helt
enkelt
]S

5 (2)
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och enligt Hookes lag att spanning och tryck I' har ett linjart beroende fas

_ 9
M=C- (3)

dar C ar nagon elastisk modul.

| dethar specifika fallet kan vi latt harleda C for en kubisk kristall. Vi har nu ett fall dar
e > 0, och alla andra spanningar e = 0. Detta ar p.g.a. att hela kristallen kan inte hinna
deformeras av en ljudvdg som ror sig i den pa samma satt som i Youngs modul-transformationen
(informationshastigheten i kristallen ar ju just ljudets hastighet !)

Insattning av e, = e,, = - -- = 0 i ekvationerna

(Xx\ (011 Cio Ci2 O 0 0 \ (Gm\
Yy Clg 011 012 0 0 0 Eyy
Z:| _|Ciz Ci2 Cuu O 0 0 €.z (4)
Yz 0 0 0 C44 0 0 €yz
Zw 0 0 0 0 C44 0 €
\X,/ \0 o0 0 0 0 Cu) \ewy)
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ger omedelbart
X:,; p— Cllem. (5)
Alltsa ar C' = C4; i detta fall.

For att nu harleda rorelsen hos elementet dx, maste vi beakta det att de tva planena har en liten
skillnad i krafterna som paverkar dem:

—

|
}l" + E}l’ +_.J

T

Skillnaden, kraften per enhetsarea dI" (alltsa trycket) kan skrivas som

or

%533 (6)
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om ox ar liten jamfort med vaglangden, och vi far rorelseekvationen med Newtons lag F' = ma:

kraft 8F5 Newton Massa X acceleration pdxdA 825 825

= = = pdr—— 7
area ox v area 0A Ot? p x8t2 (7)

dar p ar massdensiteten i kristallen och § A en godtycklig area. Detta kan med hjalp av ekvationen
3 ovan for I' skrivas

C ot 0%

p dx2  Ot2
som bara ar vagekvationen for longitudinella vdgor med hastigheten

vy = \/E (9)
P

Insittning av t.ex. C1; = 1.68 Mbar och p = 8.96 g/cm® for koppar ger vy, = 4330 m/s. Detta
ar ett ganska typiskt varde, p.g.a. att de flesta fasta amnen har elastiska konstanter kring 1 Mbar
ar ocksa ljudhastigheterna typiskt kring 5000 m/s.

(8)

Orsaken till att de longitudinella och transversella vdgorna kan ha olika hastighet ar nu uppenbar:
en transversell deformation (t.ex. e, ) skulle leda till ndgon annan elastisk modul an C1; (t.ex helt
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enkelt Clyyq), som sedan i den vidare harledningen skulle leda till olika hastigheter. Vi ser alltsd att
ljudvagor i kristaller och de elastiska modulerna har ett intimt samband !

Denna harledning galler ifall vidglangden for vibrationerna A >> dx, men samtidigt A >> d och
dx >> d, dar d ar avstandet mellan atomplanena. Det senare kriteriet ar nodvandigt for att tilldta
anvandning av kontinuitetsapproximationen.
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6.1.2. Vibrationer i en 1-dimensionell kristall

Men det ar ocksd helt mojligt att harleda vagekvationen for gittervibrationerna som galler ocksd da
vaglangderna ar jamforbara med avstandet mellan atomer.

Betrakta en en-dimensionell kristall som bestar av atomer av en typ:

Om nu endast de narmaste grannarna vaxelverkar, kommer krafterna i den harmoniska klassiska
approximationen att bete sig som om atomerna skulle vara en rad av bollar kombinerade med

fjadrar:
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Fjaderkonstanten K ar helt enkelt
A’V
dr?

K =

(10)
r=a

dar V' ar potentialen mellan atomerna, a gitterkonstanten och r atomernas momentara, forflyttade
positioner. Kraften mellan tvd atomer F' ar per definitionen pa fjaderkonstanten

F=K(r—a) (11)
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Om man tanker sig att den endimensionella kristallen har en elastisk modul C, fdr man via Hookes
lag ett kraften F' som kravs for en forflyttning e = (r — a)/a ar

r—a
F=Ce=C (12)
a
Sammanslagning av dessa tva kraftekvationer ger
r—a
C =K(r—a) = C = Ka (13)

Notera dock att p.g.a dimensionalitetsskal motsvara detta C' inte direkt de tredimensionella elastiska
konstanterna!

Vi berdknar nu helt klassiskt vibrationerna i denna kedja av atomer. Vi antar att kedjan ar mycket
ldng och ar bojd sd att den slutar pa sig sjalv, med sa stor krokningsradie att den kan negligeras.
Detta innebar i praktiken att alla atomer ar identiska.

Ett annat satt att tanka sig systemet ar att det har periodiska gransvillkor. Man tanker sig att vid
nagon punkt i kedjan over N atomer ser en atom en granne som ligger i andra andan av kedjan,
som om denna granne skulle ligga alldeles bredvid i samma riktning som kedjan.
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Atomens n ursprungliga plats ar azg = na, och dess forflyttade plats ar x,, = na + u,. Om vi nu

betraktar atomen n i systemet, paverkas den av en kraft F' som ar

(1) —K(uw, — un—1)i fran grannen till vanster
(2) K(wpt1 — up)i fran grannen till hoger

Nu fas rorelse-ekvationen
Mii, = K(unt1 — 2Up + Up—1) (14)

Alla atomer i systemet ar alltsd identiska, s3 det d4r mycket naturligt att forsdka sig pa en I6sning i
vagform, med samma amplitud for alla atomer. Vi anvander oss av

- 0
Uy = Aez(ka:n—wt) (15)
och far med insattning
. w2MAei(kna—wt) — KA (ei(k(n+1)a—wt) . 2€i(kna—wt) 4+ ei(k(n—l)a—wt)) (16)

och genom att dividera med Ae'(Fna—wt)

— WM = K™ — 24 ™) = 2K (cos(ka) — 1) (17)
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22 =1 — cos 2z

och med hjilp av den trigonometriska identiteten 2 sin

WM = 4K sin2(%ka) (18)

Nu ser alltsd var dispersionsrelation w(k) ut pa foljande satt:
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Termen sin2(%ka) kan vara hogst = 1, sa den storsta mojliga frekvensen i gittret fis genom

5 K C
WM =4K —>= wWpax = 24/ — = 24/ —— (19)
M aM

Denna frekvens wyax ar kand som gittrets cut-off frekvens.

Det galler ocksd att inse att vi borjade med ekvationerna fér N kopplade harmoniska oskillatorer.
Nar en atom borjar vibrera, fortsitter den inte med konstant amplitud, utan forflyttar en del av
sin energi till nasta atom. Vibrationerna hos individuella atomer ar darmed inte enkelt harmoniska.
Vara vagliknande I6sningar ar dock okopplade oskillationer som kallas normala moder. Varje k£ har
ett specifikt varde pa w som oskillerar oberoende av de andra moderna.

Antalet moder kan forvantas vara samma som antalet ekvationer N som vi borjade med. For att
se om detta ar faktiskt fallet betraktar vi nu kedjan under periodiska gransvillkor, vilket innebar att
atomen n och n + N maste ha identiska forflyttningar, dvs.

Up = UpiN (20)

och att vagfunktionen 15 mast uppfylla detta kriterium.
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Alltsd kan det finnas bara ett heltalsantal av vagor i var “ring” av langden Na,

Na = pA (21)
och alltsa 5 5
T T
=21 TP (22)
A Na

och anta for stunden att heltalet p < V. Alltsd finns det N stycken mojliga varden for k i ett
omrade som dr 27 /a, och som kan viljas t.ex. att vara

s s
—— < k< — (23)
a a
Notera att denna ekvation ar oberoende av IV, och giller alltsa for godtyckligt stora kristaller, inte
bara for en viss andlig storlek V.

Vi noterar har ett enkelt samband med det reciproka gittret: 27t /a ar ju bara langden pa den minsta
vektorn i det 1-dimensionella reciproka gittret for denna kristall. Samtidigt ar det i detta enkla fall,

dd en godtycklig reciprok vektor

27T
K =n— (24)
a
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avstandet mellan tva punkter i gittret. Omradet (23) ar nu helt enkelt Wigner-Seitz-cellen for den
reciproka gitterpunkten 0. Detta omrdde kallas ocksd den forsta Brillouin-zonen. Samma giller
ocksa i 3-dimensionella gitter.

Vad ar dd betydelsen av fallet p > N i ekv. 22 7 Matematiskt kan man visa att varje vadg utanfor
omradet ar ekvivalent med ndgon innanfor omrddet. Berdakna namligen forhadllandet mellan tva
forflyttningar pd narmaste grannar (deras fasskillnad):

i(k(n+1)a—wt)
Un41 Ae _ iKa __ .
= Aditmaen = e " =cosKa+isin Ka (25)

P.g.a 2m-periodiciteten pad sin() och cos() ar nu alltsd alla fasskillnader utanfér omradet —7 <
Ka < m ekvivalent med en skillnad innanfor omradet. Alltsd kan man alltid ersitta en vag med en
fas utanfor omradet med en innanfor:
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Ett annat sitt att beskriva samma sak ar att vi ersitter en vdg med en kort vaglangd (motsvarande
k > m/a) med en langre vaglangd som fortfarande beskriver rorelsen (som motsvarar k < 7 /a).

Orsaken att vidlja omradet pd bada sidorna om 0 &r att man bor kunna beskriva vagor som ror sig
bade i positiv och negativ riktning.

En annan intressant podng om omrédet (23) ses om vi betraktar Braggs lag for den endimensionella
kristallen:

) 27
nA = 2dsin 0 — n— - = 2a (26)
r
— k =n— (27)
a
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Alltsd motsvarar granserna k = =7 /a Bragg-reflektion. Vigorna vid dessa k-varden kan forstas
undergd Bragg-reflektion. Grupphastigheten for vagens framfart ar

dw Ka? .
— - — 7 cos §ka (28)

Vg

som dr = 0 for kK = +x/a. Alltsd ar vdgorna k = +7/a stdende vagor som inte avancerar i
kristallen.

Vid langa vaglangders grans

Aa>>1<4 ka <<1 (29)
kan vi gora approximationen
2 . 2,1 1 2 2 2
w'M = 4K sin"(5ka) = 4K (5ka)” = Kk a (30)
och far for grupphastigheten
dw K (31)
Vg = — = a\|/ —
I dk M

Alltsd ar frekvensen direkt proportionell mot vagvektorn, och vigens fortskridningshastighet obero-

Fasta tillstandets fysik, Kai Nordlund 2017 4d 4P PP»r X 20



ende av frekvensen. Detta ar ekvivalent med resultatet tidigare som gav hastigheten for ljudvagor

v = — (32)

Ovan visade vi ju att C = Ka, och i detta 1-dimensionella fall &r p = M /a. Alltsa kan ekvationen

for v, skrivas
K C C
Vg =a\/— =ay|— = 4|/ — =L (33)
M apa o)

Alltsd motsvarar langa vaglangders grans i var atomistiska berakning ljudvagorna som harleddes i
kapitel 6.1.1. !

Det kan verka som om kravet vi stillde att atomerna bara vixelverkar med sina narmaste grannar
ar onodigt restriktiv. Man kan dock géra samma berakning ocksd i ett allmannare fall, med langre
vaxelverkningar inkluderade med n3gon annan fjiderkonstant K'. Det visar sig dock att alla de
vasentliga delarna i resultatet forblir de samma dven om man beaktar flera vaxelverkningar.

Framforallt ar k's periodicitet och granserna for det periodiska omrddet de samma. Och sambandet
med ljudvagor forblir det samma.
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6.1.3. Vibrationer i en 1-dimensionell kristall med tva atomtyper

Daremot uppstdr det nya drag i fononspektret om det finns tva olika atomtyper med i kristallen.

Betrakta foljande system:

Vi har nu tvd atomtyper med massorna m och M i alternerande ordning. Antalet fjaderkonstanter
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ar dock fortfarande bara 1, ty alla “bindningar” mellan de ndrmaste grannarna ar mellan en atom
m och en M, och med undantag av en spegelsymmetri maste alltsd alla bindningar vara lika.

Notera att gitterkonstanten ar nu a, s avstdndet mellan ndrmaste grannar ar a /2.

Men forflyttningarna hos atomerna kan nu vara olika. | del (b) av bilden visas forflyttningar av
atomerna n — 1 och n i motsatta riktningar.

Nu far vi tva rorelse-ekvationer:

Mi, = K(upt1 — 2up+ up—1) (34)
mi,—1 = K(up — 2uUp_1 + Up_2) (35)

For massorna M kan vi som ovan anta l6sningen
. O_
Uy = Aez(kxn wt) (36)
Men massorna m kan nu ha bade en annan amplitud och fas i vibrationerna (tink dig t.ex. att
massorna m << M. D3 ar det latt att tinka sig att de latta atomerna m kommer att vibrera

med mycket storre amplitud dn de tunga atomerna M).
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Vi skriver for massorna m
. i(ka:o_ —wt)
Up_1 = aAe \"n—1 (37)

dar o ar ett komplextal som ger férhallandet i amplitud och fas.

Substitution ger nu
_w2MAei(kna/2—wt) — KA (aei(kz(n—l—l)a/Q—wt) o 2€i(kna/2—wt) 4+ aei(k(n_l)a/2_Wt)>

_anmAei(k:(n—l)a/Q—wt) — KA (ei(k’na/2—wt) . 2aei(k(n—1)a/2—wt) 4+ 6i(k(n—2)a/2—wt))

och genom att dividera med Ae'*"2=«t) f3r v

— WM

2K (acos(zka) — 1) (38)
—aw'm = 2K (cos(ska) — a) (39)

Nu har vi istallet for en ekvation for w(k) tva ekvationer for w(k) och a(k).
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Om vi loser de tva ekvationerna for o fas

2
—w'M + 2K

MO (40)
2K cos(3ka)
—2K cos(5k

NC cos(zka) (41)
w?m — 2K

och om vi vidare sitter o'V = o® far vi
mMw® + 2K (M + m)w” + 4K? Sin2(%ka) =0 (42)

Detta ar en fjarde grads ekv., men i.o.m. att w forekommer bara i jamna potenser kan vi latt |0sa

den, och far
K(M M 2 4
w® = (M + m) + K\/<ﬁ> — sin’(3ka) (43)
Mm

Mm Mm

De tva losningarna for ekvationen visas i féljande graf:
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De tva delarna (“branches”) i I6sningen motsvarar + och — -tecknena i ekvationen. Vi ser att
|6sningen for w(k) har fortfarande periodiciteten 27 /a, dar a &r gitterkonstanten. Detta resultat
kommer att galla for godtyckligt manga atomer i en kristall.

For att battre forstd vad det ror sig om tar vi nu gransvardena for ekvationen forst kring punkterna
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A och 0. Nu &r ka << 1, sin(3ka) & 1ka och vi far

{

o K(M—Fm)iK\/(M)Q_Mim(lka)Q

Mm Mm 2
- K(M—I—m):tKM—f—m - mM 2,2
Mm Mm (M 4+ m)?
K(M M
~ (M + m) [1 i (1 B m k%?)} (44)
Mm 2(M 4+ m)?
Nu ger + -tecknet:
5 K(M + m) [ mM 9 2]
w ~ 2 — k”a
Mm 2(M + m)?
2K (M
~ EL+m) (45)
Mm

ty ka << 2 och m och M antagligen av samma storleksordningen da det ar frdga om atomer.
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Vidare ger — -tecknet
5 Kk*a?
T 2(M 4+ m)

(46)

Nu far vi ocksd for fasskillnaden « genom insattning av w i den gamla ekvationen

. —w’M 42K
2K cos(ika)

och anvindandet av villkoret ka << 1 = cos(ska) ~ 1

(47)

(@7 _= ~ —

2K(M+m
(1) _%M +2K %
2K cos(zka) m

M+ 2K
NLC) R— 2(M+m) ~ 1 (48)
2K cos(3ka)

dir oV allts3 motsvarar gransvardet mot punkten A och a? gransvardet mot punkten 0.

Virdet oV < 0 betyder alltsa att de tva atomtyperna inte bara har olika amplitud, men dessutom
ocksd att amplituden ar av motsatt tecken ! Detta betyder alltsd att de tva atomtyperna oskillerar
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i antifas, med sitt masscentrum i vila. Denna typ av oskillation kallas optisk, och hela den ovre
delen den optiska moden. Orsaken ar att frekvensen for dessa oskillationer visar sig typiskt ligga i
det infraroda omradet i det elektromagnetiska spektret.

Detta kan man se med en snabb, mycket grov uppskattning. En harmonisk potential mellan atomer
ar

V(r) = Ko(r — o)’

och betraktelse av typiska potentialkurvor fran tidigare pa kursen visar att fjaderkonstanten Ko ~ 1
eV/A2. Nu om vi vidare antar m = M = 30u fas

2 x 1eV/A? 1
 ~ A 6x10% L = w ~ 2x10Hz
30w s2

w

Detta varde ligger i mitten av den infraroda delen av det elektromagnetiska spektret:
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Energy per

Wavelength photon (V) Freﬂ_l‘J;ncy
(m) Cosmic L \
| rays 10%
-13 7
10 10° 1
10%
-12 6
1077 10T g rays 107
-11 5
10+ 10+ X ray 10
-10 4
10 ~ 10 T
1018
_9 3
10 100 T
g 10”7
-8
10 10 1, 1
: Ultraviolet 10'®
10°F 107 __Visible __| 1015
s - T light
0 T 14
— 10
10°F 107+ infrared .
; —110
10 1wt 1
3 =3 - 10"
1077 10 T T 11
_ —+— EHF 10
07 107 T Radar bands "
T SHF 0
107 107 T .
- 10
. 10—-6 T UHF I Tv
B I v 8
[ VHF I—mw |°
o w0t ,
HF — 10
10°F  107°1 Standard |
MF I*broadcast* 10
0+ 1074 radio .
LF 10
10°F 107+
VLF 10*
10°F 107"t - ,
10
6 -12 |
10° 10 )
— - :[ 10
e Power
- 10

Infrarod stralning kan da starkt kopplas till dessa optiska gittervibrationer.
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Den optiska typen av oskillation illustreras i bilden har (for enkelhets skull ritas vagen som om den
vore transversell. | ett dkta 1-dimensionellt system ar rorelsen alltid langs med langdaxeln. Alltsa
oskillerar “+4"-atomern i riktningen mittemot “-"-atomerna i den optiska moden).

Optical mode

T N

c)\g/:‘/}

Acoustical mode

Det andra virdet a® =~ 1 motsvarar uppenbart vibration i fas och med samma amplitud, och
kommer alltsd att motsvara ljudvagor med en hastighet

Vs = = a (49)

w
k 2(M + m)
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och nu om man beaktar att p = (M 4+ m)/a och C = Ka/2 far vi igen

R S ,/ﬁ_ﬁ_ 0
Vs = a 2(M—|—m)_a apa_ p—'UL ( )

Denna del av I6sningen kallas de akustiska moderna p.g.a. deras samband med ljudvagor.
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Det andra gransvirdet ligger kring ka = 7, dir sin(3ka) & 1, och vi far
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For o fér vi litt (i.o.m. att cos(3ka) nu = 0),

(1)
(2)

2
3

&
o

(52)

Virdet o) = 0o betyder att atomerna m oskillerar, medan atomerna M ar i vila, och den andra
|6sningen det motsatta fallet. Darfor beror frekvensen w bara pa den ena massan.

Lat oss nu jamfora vart resultat med det for en atom. Vi ritar w(k) mellan 0 och 27 /a, och jamfor
med det gamla resultatet (till vinster). Kom ihig att vart nya a2 2°mer) = 94(1 atom),
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Vi ser att det finns ett gap i det nya resultatet for tvd atomtyper. Men om m = M, stings gapet,
som sig bor.

Existensen av gapet, som betyder att vissa frekvenser kan inte forekomma oOverhuvudtaget, ar
ett typiskt drag for elastiska vagor i kristaller med manga atomtyper. Vagtal k£ i gapet kan inte
fortplanta sig i kristallen, utan kommer att dampas i den.
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| tredimensionella kristaller blir [6sningen av ekvationerna givetvis en hel del mer komplicerat, men
det visar sig att de flesta dragen i losningen bestar.

| en monatomar Bravais-gitter finns det tre olika delar i dispersionsrelationen w(k), som alla ar
akustiska. En allman tredimensionell kristall med s atomer i basen har alltid tre akustiska moder,
och 3(s — 1) optiska moder.

Nar man beskriver dessa gittervibrationer, brukar man beteckna dem med férst bokstaven T’ eller
L for transversell eller longitudinell mod, sedan O eller A f6r optisk eller akustiskt mod.

Har ar ett exempel pd uppmatta dispersionsrelationer i Ge:
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TO
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Phonon frequency in 10'* Hz
-—

L I 1 |

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
K/K, a0, in [111] direction
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6.1.4. Fononer

Hittills har vi betraktat de elastiska vagorna helt klassiskt. Men pd samma sitt som fotoner (kvanta
av det elektromagnetiska spektret) beter sig som kvantmekaniska harmoniska oskillatorer som har
energinivaerna

en = (n + 3)hw (53)
kommer ocksd gittervibrationerna att gora det. | forsta approximation ar de ju ocksd bara objekt
som ror sig i harmoniska potentialgropar.

Kvantumen for gittervibrationerna kallas fononer, och har alltsd energierna

en = (n + %)hw (54)

Denna bild ger ocksd en naturlig forklaring at nollpunktsvibrationerna: de motsvarar det lagsta
mojliga energitillstdndet n = 0, och har alltsd energin

g0 = shw (55)

Vara vibrationsmoder ar plana vagor som stracker sig Over hela kristallen. P.g.a. att deras
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rorelsemangd hk ar val bestamd, kommer deras plats att vara helt obestamd. Men pd motsvarande
satt som for fotoner, kan vi ocksd nu konstruera férhallandevis val lokaliserade vigpaket genom att
summera flera vigpaket med lite olika frekvens och vagliangd. T.ex. om vi valjer Ak ~ 1/20a kan
vi fa ett vadgpaket vars plats ar lokaliserad till ung.

ApAz = hAkAz S sh = Az ~ 10a (56)

S3& man kan behandla fononer som lokaliserade partiklar inom osikerhetsprincipen.

Aven om det ir mycket behindigt att tolka ik som en fonons rorelsemingd, ir detta strikt taget
inte helt korrekt. Vi sag ju tidigare att gittermoderna med ett vagtal k kan ocksa beskrivas med ett

vagtal k + 27n/a:
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Alltsd kan man inte beskriva en fonon med ett unikt vigtal k, och rorelsemangsdefinitionen ar inte
heller darfor unik.

Ett annat satt att betrakta saken ar att gittervibrationer ju egentligen behandlar bara relativ
rorelse av atomer runt sina jamviktslagen, men i.o.m. att atomerna andad i medeltal halls kring
sina jamviktslagen, och kristallen inte ror pd sig, kan man inte overfora en verklig rorelsemangd i
kristallen.
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Fononer ar likt fotoner ocksa i det att de ar bosoner: deras antal bevaras inte, och de kan skapas
och forstoras i kollisioner. Man kan t.ex. direkta skapa och mata dem med neutroner som sprids i
gitter, och de har en viktig roll i att forstd varmekonduktivitet i icke-ledande material.

Fononernas spridning fran varandra kan illustreras som nagot som liknar ett Feynman-diagram:

(a) A collision in which
phonons 1 and 2 coalesce to
give phonon 3

och beskrivas med hjalp av tva enkla lagar:

w3 = w1 —|— %) (57)
ks = ki +ky (58)
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vilket visar analogin med energin och rorelsemangd: dessa ekvationer ser ju ut helt som energins
och rorelsemangdens bevaringslagar.

Har kommer dock in en liten komplikation. Vi valde ju att vigtalet k alltid skulle ligga i intervallet

7T
——<k<

SRS

Nu &r det dock klart att vissa additioner (58) kommer att leda till virden pa k utanfor intervallet:
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_ir - K (b) In a normal process phonon
a

a 3 has |k| < n/a
€

i |
| |
e 3 L3
| |

|
| !
: !
| 2
I 1 !
| |
| |
: | (¢) In an Umklapp process
| \ phonon 3 has |k| > n/a and is

_3'_, 7; ,  equivalent to phonon 3" which
a a has |k| < n/a
Fig. 2.17

Om detta sker, kan vi helt enkelt addera eller subtrahera n27 /a for att fa tillbaks k till intervallet.
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| en dimension kan den allmanna additionsregeln alltsa skrivas

n2m
kg:l:—:kl‘I‘kZ (59)

a

Har ar ju % langden pad en vektor G i reciproka gittret, sd detta kan ocksa skrivas i 3D:
ks + G = ki + ko (60)

| vissa sammanhang skiljer man p& summeringar for vilka n = 0 och n 7% 0. De forra kallas (fan-
tasilost) normala processer, och de senare Umklapp-processer. Man anvander ocksad notationen
N -processer och U-processer.

Rorelsemangden bevaras alltsd inte i Umklapp-processer, men energin kommer fortfarande att
bevaras, som sig bor.

Denna bild av addition av fonon-vektorer ar nyttig ocksd da man betraktar vaxelverkningar mellan
fononer och fotoner. | samband med rontgendiffraktion visade vi ju bl.a. att en elastisk spridning
av en foton k kan beskrivas som

kK =k+ K (61)

dar K &r en vektor i det reciproka gittret. Men nu kan det ocksd forekomma inelastisk spridning, dar
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vi i samband med spridningsprocessen skapar en fonon med ett vagtal p . Nu blir vagtalsekvationen

kK +p=k+K (62)

(notera att det vanstra ledet beskriver sluttillstindet). P& liknande satt kan absorberingen av en
fonon beskrivas som

kK =p+k+K (63)
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6.2. Varmekapacitet fran gittervibrationer

[HH 2.6, Kittel 5, (AM 499). Se ocksa Mandl]

Fasta materials varmekapacitet ar i de flesta amnen dominerat av gittervibrationer. | metaller och
magnetiska material finns det ocksa kontributioner fran fria elektroner och magnetisk ordning, men
aven i dem dominerar gittervibrationer i de flesta fall.

Vi sdg ovan att gittervibrationer kan beskrivas som normala moder med frekvenser fran noll till
nagot maximumvarde. For att berdkna deras kontribution till varmekapacitet, bor vi forst berakna
kontributionen fran en vibrationsmod, sedan summera over alla existerande moder.
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6.2.1. Varmekapacitet fran en harmonisk oskillator

Medelenergin € av en harmoniska oskillator och darmed ocksa en gittermod med frekvensen w vid
temperaturen 1" ar

(64)
dar e,, ar energin av en oskillator,
en = (n + 3)hw (65)

och p,, sannolikheten att oskillatorn dr pd denna niva. Denna sannolikhet ges i Boltzmann-statistik
av

e /KT (66)
| detta aplte ar = Kp alltid 1 samband me temperaturen .
I d kapitel ar &k = kp alltid i band med
Alltsa far vi
1
00 1\g —(n+3)hw/kT
s 2 n—o( +3) wel (67)
ZOO_O e—(n+§)ﬁw/kT
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For att berakna detta anvander vi oss av foljande trick. Beteckna

> 1
7 — Z e—(n+§)hw/kT

n=0
Nu ar
0Z = ] 2\ —(n+i)hw/kT 1
a—T:;O(——(n—l—i)hw/kT Ye "2 =

Alltsa kan vi skriva om
5107 ,0(In Z)
T — = kT —————=

ZoT oT

Nyttan av allt detta kommer ur att vi kan berdkna Z:

00 1 00
2 : — 5)hw/kT —hw/2kT — T
7 — e (n+35)hw/ — e hw /2k 2 :6 nhw/k
n=0 n=0
dar
—hw/kT
r = €
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ar garanterat < 1. Alltsa kan summan beraknas som en geometrisk serie,

> 1
Z x'" = (73)
o 1l —=x
och vi far
1
__—hw/2kT
Z=¢ 1 — e—hw/kT (74)
Nu fds vidare
InZ = —hw/2kT — In (1 _ e‘h‘”/’”) (75)
och alltsa
d(ln Z) hw [ kT2e™w/kT
_ 20N Z) 2 ([ 2
g =kT 5T kT ( hw /2kT T (76)
samt med forkortning av e~ hw /KT
hw
~_ 1
€ = shw + ehw/kT _ q (77)
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Den senare termen ar ju ingenting annat en Bose-Einstein-distributionen for bosoner ganger hw.
|.o.m. att fononer ju ar bosoner, kan den senare termen tolkas som fononernas kontribution till
energin. Den forsta termen ar nollpunktsenergin, som ju inte férsvinner med temperaturen.

Vid 13ga temperaturer (kT << hw) blir alltsd bara nollpunktsvibrationerna kvar, som vantat. Vid
héga temperaturer kT >> hw ar hw/kT << 1 och vi kan expandera exponenten:

_highT
ghé
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2 hw hw
i (L+ g+

1 Aw

%hw—l—kT(l————l—

2kT

Lhw 4+ kT — Lhw + - -

kT

)
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sa vi far bara helt enkelt det klassiska ekvipartitionsteoremet (en en-dimensionell oskillator har
termiska energin kT, inte 2kT').

Energins temperaturberoende illustreras har:

™I

7/
7/
s (a)
1 7/ a)
Lhw

Varmekapaciteten C' fds fran dess definition genom att derivera & med avseende pd temperaturen,

C)
d& 0\’ eT
c-z=+(7) @ o
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dar vi har infort variabeln ® = hw /k med temperatur-dimensioner. Virmekapaciteten ser ut pa
foljande satt:

-y

hw/k8=®

Varmekapaciteten gar alltsa till 0 vid T=0, och 6kar mot det klassiska vardet k vid hoga temperaturer
(detta ser man genast genom att derivera €™8"™). Om man integrerar C' som funktion av T visar
det sig att den forsvunna arean (mork i bilden) blir just nollpunktsenergin %hw.

Men detta gav alltsd bara varmekapaciteten for en harmonisk oskillator.

Det enklaste tankbara sattet att harleda hela kapaciteten skulle vara att anta att alla NV atomer i en
kristall har samma vibrationsfrekvens, och sedan helt enkelt multiplicera energin for en vibrationsmod
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med 3N (3 for de 3 dimensionerna). Detta gjordes for forsta gangen av Einstein. Detta ger det
korrekta gransvardet dd man gdr mot hoga temperaturer, en varmekapacitet 3Nk, men vid laga
temperaturer ger det inte korrekt T'-beroende. Darfér presenterar vi inte Einstein-modellen, men
den anvands nog fortfarande i viss tillampningar.

Man bor alltsd ta i beaktande distributionen av vibrationsfrekvenser. Vi gor detta forst for den
1-dimensionella modellen som behandlades ovan, sedan for en 3-dimensionell kristall.
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6.2.2. Tillstandstathet i 1 dimension

Vi betraktar igen IN atomer i en periodisk kedja. Kedjans langd ar nu L = Na. Som vi sag ovan
ar bara vibrationsmoder som har ett heltal vaglangder i kedjan att vara mojliga. Alltsa

k=" = (79)

Vi har nu ett virde per ett interval 27/ L:

¢
0

2 2 L
6r  bw 2w
L L [

(a)

&
2
L

~I54
~1

Alltsd ar densiteten av varden p(k) = L /27 och antalet varden i ett intervall dk

p(k)dk = Lk (80)

27
For att f& energin eller virmekapaciteten genom att summera Gver normala moder behover vi
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tillstandstatheten (‘“density of states”) per enhetsfrekvensomrdde g(w), som definieras sd att

antalet moder med frekvenser mellan w och w 4 dw ar g(w)dw.

Vi kan skriva g(w) genom att notera att om det finns dn moder som motsvarar frekvens-intervallet

w — w + dw och vagtalsintervallet k — k 4 dk ar
dn = p(k)dk = g(w)dw

och alltsa fas

( ) (k) dk L dk
w) = —=
g p dw 27 dw

(81)

(82)

Om vi nu kanner till dispersionsrelationen w(k) kan detta berdknas. Om vi anvdnder oss av

dispersionsrelationen
WM = 4K Sin2(%ka)

dw K .
— = ay\/ — cos(zka)
dk M

som harleddes tidigare far vi

och

() L /M 1
w) =
g 2am V K cos(ika)
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Detta kan skrivas om genom att anvanda

W2 M
4K

» L M 1
w —
J sar V K

\/1 — sin®(%ka)

L M 1
4K

sin2(%ka) =

(86)

och L = Na till

L 1

am  J4K 2
i w

N 1

T AK 2
=7 w

Ifall vi skulle ha betraktat stdende vagor i en kedja med fixerade andor, skulle vi ha fatt samma
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resultat med undantag av en faktor tva:

2N 1
g(w) =
T 4K

Denna tillstandstathet visas i bilden har:

glw) &

Detta kommer att gd mot oandligt dd man narmar sig cut-off-frekvensen
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dock andlig, ty med integreringsregeln

l/a L4 in~1Z (88)
Tr = S1n —
0 Va2 — x? a

far vi

dw = —— sin

s g_wg s \/4K/M

M

l/vﬂﬁmzN' 1 2N . _, W
0

w=+/4K /M 4

som vantat.

Detta gallde alltsd for en kedja med fixerade granser. For de periodiska randvillkoren skulle en
integral fran —/4K /m till —\/4K/m ge samma svar.

Om man skulle ha ignorerat ljudets frekvensberoende och dispersionsrelationen, skulle vi ha fatt den
konstanta densiteten som visas av den streckade linjen i bilden. For att komma upp till hela antalet
moder N skulle vi ha varit tvungna att gd upp till w = 7/ K /M.

Nu kunde man berdkna energin och dirmed varmekapaciteten genom att integrera energin for en
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enskild oskillator vagt med g(w),

> hw
E = /O (%hw b 1) g(w)dw (90)

men vi brackar pa detta for pad denna kurs ar de tredimensionella resultaten av mest vikt.
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6.2.3. Tillstandsdensitet i 3 dimensioner

Istallet berdknar vi nu g(w) i tre dimensioner.
Betrakta en kub med sidlangden L med periodiska gransvillkor i alla tre dimensioner

Nu far vi villkoret
u(r + L,y,2) =u(z,y+ L,2) =u(z,y,z+ L) = u(x, y, z) (91)

eller ocksa

For att denna periodicitet skulle uppfyllas maste det igen galla att

2 2 2
_ AP Zq_, k= 2 (93)

ke = ,  ky = 7

L

dar p,q och r &r heltal. De tillitna k -virdena formar ett enkelt kubiskt gitter i k (reciproka)
rymden som har gitterkonstanten 27/ L. Alltsd har vi densiteten av punkter

=1 (3) = 5 (04)
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Ett tunt skal mellan k och k 4+ dk har nu volymen
4mk’dk (95)
och antalet punkter i det, tillstandstatheten g(k)dk, blir nu

Vk?
2

g(k)dk = Awk’*dk x p = dk (96)

27

Detta resultat ar for ovrigt exakt samma ocksd om vi betraktar fallet med fixerade gransvillkor.
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P3 liknande satt som ovan far vi ocksa

E  VEk?dk

9(w) = g(k) o = 2 =" (97)

Nu kan vi i princip igen berdkna energin om vi kdnner dispersionrelationen w(k) med ekvationen

> hw
E = /o <%hw + ST 1) g(w)dw (98)

Men tredimensionella kristaller har ju oftast bade transversella och longitudinella moder, och flera
olika grenar i dispersionrelationen. S3 integralen borde goras for alla olika steg, och energin skulle
bli den totala summan av alla dem.

Vi gar inte in pd att gora detta. Istdllet ser vi forst skiljt pd 1dga och hoga temperaturer, och ser
sedan pa interpolations- formler mellan dessa omraden.
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6.2.4. Hog- och lagtemperaturgranserna

Som redan tidigare konstaterades, reduceras varmekapaciteten vid hoga temperaturer i en kristall
med N atomer som alla kontribuerar £I' per vibrationsmod till

C = 3Nkp (99)

dar villkoret for att detta skulle galla ar att T >> © = hw/kp for alla vibrationsmoder.

Vid ldga temperaturer ar endast moderna med ldga energier, dvs. ldga frekvenser, exciterade. Dessa
ar de langa vaglangdernas akustiska moder (ljudvagor), for vilka géller

W = ’Usk (100)
dar k &r vagtalet och vg ljudhastigheten. Nu ar dk/dw = 1/vg och alltsa

VE*dk  Vw’1

2712 dw 272 v

g(w) = (101)
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Men vi konstaterade ju tidigare att ljudvagorna kommer i allmanhet i tre moder: tvad transversa och
en longitudinell, med olika ljudhastigheter. Detta kan man beakta genom att helt enkelt anvanda

Vw? /1 2
gw) =555+ 3

v Ur

Nu genom att sitta in detta i uttrycket for energi

E—/w1h+ i (w)d
=/ 5hw ST 1 g(w)dw

%4 1 2 > hw 9
0

2 hw/ kT __
2w2 \vi v ehw/ 1

far vi

dar Ez ar nollpunktsenergin.

Variabelbyte till
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ger vidare

vV /1 2\ (ET)* [~ 2°
E=Ez+o5( 5+ / dx (106)
0

2 3
T vy v h

Integralen &r bara ett tal som kan visas bli 7% /15 (se Mandl appendix A.2). Allts blir

E=E +V7T2<1 + 2>(kT)4 (107)
- 30 v% UE} h3
och
OFE 2V ~r’k 1 2 kpT)>
o222 _ VTR ( + ) (ksT) (108)
oT 15 v% ’U:% h3

Virmekapaciteten hos fasta dmnen beror alltsd pd T vid |3ga temperaturer; detta beroende kallas
ofta Debyes T° lag.

| foljande bild illustreras detta beroende for en ickemagnetisk isolator, KCI:
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an

c/T (mJ mol™" K_z}
=~
T

10 20

Notera att grafen ar i enheter av C/T vs. T?, som ger det linjira beroendet, och att temperaturerna
ar faktiskt mycket laga.

En annan intressant parallell hir dr att svartkroppsstralning ju ocks3 har ett energiberoende ~ T4,
Men denna giller for alla temperaturer, p.g.a. att for fotoner ar dispersionsrelationen w = ck for
alla k.

Fasta tillstandets fysik, Kai Nordlund 2017 4d 4P PP»r X 66



6.2.5. Debyemodellen

Som sagt ar den allmdnna berdkningen av g(w) en mycket komplicerad berdkning. | Debye-
modellen antar man helt enkelt att w = vgk for godtyckliga vagtal upp till ndgot cutoff-varde.

Detta var ju i endimenstonella kristaller ekvivalent med att anvanda den streckade linjens approxi-
mation:

g(wi*

| detta tredimensionella fall kommer g att ha ett w?-beroende p.g.a. k*-termen, s3 kurvan ir inte
langre jamn, men den saknar fortfarande det asymptotiska w-beroendet.
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Cutoff-vardet for frekvensen ar wp och kallas Debye-frekvensen. Ansatsen w = wgk &r ju
ekvivalent med ldga temperaturernas approximation som behandlades just. Genom att krava att

hela antalet moder ar 3N far vi

wD
/ g(w)dw = 3N
0

() Vw2<1+2>
w) =
J 272 v% ’U%

V<1+2)/WD *dw = 3N
widw =
2w2 \v}  vd /) Jo

V /1 2\ .
— |+ 3)wp=3N
L T

och med insattning av

far vi

eller

Alltsa kan g(w) ocksa skrivas

9N ,
g(w) = —3 W
wWp
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Insattning av detta i energiekvationen

> hw
E = O (%hw + T KT 1) g(w)dw (114)

ger

Den forsta termen ar Debye-modellens uppskattning av nollpunktsenergin.
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Nu far vi an en gang varmekapaciteten med att derivera detta med avseende pad temperaturen:

ON wp hw?)ehw/kTh_w
C — —3 kTQde
wpH Jo (ehw/kT — 1)

vilket med inforandet av variablerna

h
Op = =2 (115)
ks
och "
r = (116)
kT
kan skrivas
C = 9Nkp [ [or _ate d 117
= B(@—D)/o (e — 1™ (117)

Storheten ©p kallas Debye-temperaturen.

Vid l3ga temperaturer blir integralens 6vre grins visentligen oindlig, och vi far igen Debyes T°-lag

C ~ 9Nk ( L )3/00d wle” 127 Nk ( ! )3 (118)
~ — T = — .
b ©p 0 (ex — 1)2 5 B ©p
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For varden T' ~ ©p kan integralen alltid &tminstone utforas numeriskt, och vi far féljande typs
kurva for varmekapaciteten:

1 /00

Fran ekv. (112) ser vi klart att Debye-frekvensen och diarmed -temperaturen ar proportionella
mot ljudets hastigheter. Dessa var ju i sin stor beroende pd de elastiska konstanterna, sa starka
material kommer att ha stora Debye-temperaturer. Stora varden pd ©p innebar alltsd ocksa svaga
gittervibrationer och (jfr. ekv. 118) Idg varmekapacitet vid ldga temperaturer.

Debye-temperaturen ar empiriskt bestamd i de flesta material, och &r typiskt ndgra hundra K (t.ex.
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Aschroft-Mermin listar varden pd ©p). Har &r varden i ndgra dmnen, som &r konsistenta med var
diskussion ovan (diamant &r hart, bly mjukt osv.):

Solid Ar Na Cs Fe Cu Pb C KCl
(diamond)

On(K) 93 158 38 457 343 105 2230 235

(Data from the American Institute of Physics Handbook, 3rd edn, McGraw-Hill, New

York (1972))

For att Debye-modellen ar exakt bade for [dga och héga temperaturer fungerar den alltsd tamligen

bra som ett nansorts medeltal i de flesta amnen. | tillstdndstatheten g(w) kan det nog finnas ganska
stora variationer frdn Debye-modellen. Detta illustreras i féljande bild for koppar:

Density of states glw)

Frequency (102 Hz)
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Orsaken till avvikelserna kommer frdn problem med approximationen w = wgk, och fran att
kristallstrukturen leder till “struktur” i g.

Men vi ser anda att maximi-frekvensen ar ganska nara Debye-modellens varde. Darfor kan man ofta
anvanda Debye-energin hwp som en forsta approximation pd den maximala fonon-energin i ett
gitter.

Avvikelser frdn Debye-modellen i varmekapaciteten kan analyseras genom att fran ekvationen fran
C'(Op) rakna bakat ett temperaturberoende varde pd © p(T") frén den verkliga tillstandstdtheten.
Da kommer avvikelser fran Debyes teori att synas som ett icke-konstant ©p. Detta har gjorts for
koppar i foljande bild:
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300 — 150 200 300

Vi ser en klar variation, men den 3r 3nd3d bara hogst kring 10 % av den absoluta temperaturen,
och mindre kring rumstemperatur. Alltsd kan Debye-modellen nog anviandas som en hyfsad férsta
approximation av viarmekapacitet i manga material.
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