10. Den semiklassiska modellen for elektrondynamik

[AM12, HH 4.4]

Nar man kanner igen materials bandstruktur i detalj, kanman anvanda denna kunskap till att
korrigera bristerna i Sommerfeld-modellen for metaller. Och nu har vi verkligen kommit sa langt att
detta gar att gora: ndgon fundamentalt olik, djupare approximationsniva existerar inte mera i allra
flesta problem av praktiskt intresse i materialfysik.

Tyvarr har vi inte tid att ga in pd denna modell i detalj. Men vi presenterar idéerna bakom hur
detta kan goras i tva steg. Forst presenterar vi begreppet effektiv massa for elektroner, som ocksa
ar viktig i halvledare, och sedan de semiklassiska rorelse-ekvationerna.
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10.1. Effektiv massa

Ett enkelt satt att beakta effekten av en periodisk potential for en elektrons rorelse ar att anta att
den periodiska potentialen leder till att elektronens rorelse inte skall beaktas med dess egentliga

massa M. o, utan med nagon effektiv massa m..

Betrakta ett homogent elfilt EZ som paverkar en en-dimensionell potential. Om man nu tanker
sig att detta elfalts energi e Ex paverkar en periodisk potential, kommer detta att leda till att
energibanden far en svag lutning p.g.a. faltet:
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Om vi nu betraktar ett vagpaket som ror sig i ett av energibanden, kan vi berdkna dess rorelse. Vi
antar att vi har ett vigpaket med en kand energi € och vagtal k vid tiden ¢, och vill berdkna dess
rorelse under ett tidsintervall dt.
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Vi antar att vagpaketets hastighet ar grupphastigheten

dw_ 1de

_ w9 1
YT 4k T hdk (1)

Vi antar vidare att vagpaketets rorelse motsvarar den hos en klassisk partikel i att paketets totala
energi halls konstant. Om vi nu betraktar en forflyttning fran x till x + dx Over tiden 6t, blir
andringen i kinetisk energi d¢e

de = —eFEdx (2)

Top of
energy
- band

Bottom of
energy
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Andringen i k dr nu
dk 1

0k = —de = —d¢ (3)
de hv
och med att anvanda (2) och v = dx/dt far vi

dk B 1 e eF dx el

T = (4)
dt hv dt hv dt h

eller
dk
h— =
dt

Denna rorelseekvation sdger i princip helt enkelt att forandringen i rorelsemangd ar lika med

—ekl (5)

den tillampade kraften. Men rorelsemangden ar inte bara elektronens rérelsemangd, utan har en
kontribution frdn hela kristallen. Darfor kallas storheten hk i detta sammanhang ofta ocksd for
elektronens kristallrorelsemangd.

Vi kan ocksd hirleda en annan rorelse-ekvation. Om vi tar tidsderivatan av ekv. (1) och anvander
oss av ekv. (5) far vi

dv 1dde 1dk d de 1dkd’c 1 d’e 5 (6)
_———-—————-m = —— = — —— @
dt  hdtdk hdtdkdk  hdtdk2 h2 dk2
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som kan skrivas formellt

dv
me— = —ekE (7)
dt
dar vi infort konstanten
h2
Me = d2e (8)
dk2

Om vi betraktar ekvation (7) ser vi att den har exakt formen av Newtons rorelseekvation ifall m.
tolkas vara en massa. Detta leder alltsd till begreppet effektiv massa for en elektron, dar man
helt enkelt genom att anvdanda ekvation (8) som en definition pad en effektiv massa kan korrigera
atminstone en del av felet som uppstar i fri-elektronmodellen.

Om man pa nagot satt kan harleda eller mata m., kan man sedan anvanda den i berdakningar for
t.ex. konduktivitet och Hall-effekt med rorelse-ekvationer av typen

dv
— =T 9
Me— (9)

dar £ ar nagon kraft som verkar pa elektronerna i systemet.

Om vi betraktar m, for en typisk dispersionsrelation i det forsta energibandet, ser vi ett intressant
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beteende. l.o.m. att relationen ju ar parabolisk nara k& = 0, men blir sedan svagare, kommer den
att ha en inflexionspunkt dar % = 0, och dirmed m. ar oandligt. Utanfér denna punkt kommer
m. att vara negativ:

I

o
R S N A

Detta innebar alltsd att i detta omrade kommer en partikel att rora sig i motsatt hall an vad man
skulle vanta sig for en fri elektron.
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Men en negativ massa ar ju i hogsta grad icke-intuitiv. Darfér valjer man oftast att inte tanka sig
att massan ar negativ, utan istallet att laddningen i ekvationer av typen

dv

2 4E 10
Me— =4 (10)

ar positiv (positiva laddningar &r ju inget onormalt). l.o.m. att det bara dr fraga om ett teckenbyte
andras inte beteendet av detta val. Men detta leder igen till konceptet av positiva hal i de ovre
delarna av ett energiband som laddningsbarare.

Vi kommer att ha nytta av dessa koncept da vi behandlar halvledare.
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10.2. Semiklassiska modellen for elektrondynamik

Fore vi gar in pd den egentliga modellen presenterar vi en sammanfattning pa skillnaderna pa
Sommerfeld- och Bloch-modellen for elektronspridning:
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Table 12.1

COMPARISON OF SOMMERFELD AND BLOCH ONE-ELECTRON EQUILIBRIUM

LEVELS

SOMMERFELD

BLOCH

QUANTUM NUMBERS
(EXCLUDING SPIN)

k (fik 1s the
momentum.)

k, n (fik is the crystal momentum
and # is the band index.)

RANGE OF QUANTUM | k runs through all of k- For each n, k runs through all wave
NUMBERS space consistent with the | vectors in a single primitive cell of the
Born-von Karman reciprocal lattice consistent with the
periodic boundary Born-von Karman periodic boundary
condition. condition; n runs through an infinite
set of discrete values.
ENERGY h2k? For a given band index n, &,(k) has no
&(k) = m simple explicit form. The only general
property is periodicity in the reciprocal
lattice:
g,k + K) = ¢,(k).
VELOCITY The mean velocity of an | The mean velocity of an electron in a

electron in a level with
wave vector K is:
hk 108

YT Tha

level with band index » and wave
vector K is:
1 0¢,(k)

(k) = - .
k) =

WAVE FUNCTION

The wave function of an
electron with wave vector
kis:

The wave function of an electron with
band index n and wave vector k is:

Yulr) = " un(r)
where the function «,, has no simple
explicit form. The only general property
is periodicity in the direct lattice:

t, (r + R) = u,(r).
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Vi presenterar har den semiklassiska modellens rorelse-ekvationer, och ger ett par exempel pa
tillampningar. Vi harleder inte modellen: detta ar s& komplicerat att inte ens Ashcroft-Mermin ger
in sig pa det. Men vi ger en kvalitativ motivation for termerna i ekvationen.

| den semiklassiska modellen tanker man sig att elektronerna ar vagpaket, som kan kolliderar
pa nagot satt (t.ex. med fonon-elektron-kollisioner eller kollisioner med orenheter i gittret). Varje
vagpaket antas kunna beskrivas av en position r och en vagvektor k , och man antar vidare
att mellan kollisionerna beskriver den (kdnda) bandstrukturen e, (k) helt elektronernas rorelse.
Vagvektorn k ar egentligen ett nansorts medeltal over ett vagpakets vagvektorer.

Till slut antar man annu att elektroner alltid ror sig i samma energiband, som betecknas med ett
index n.

Den semiklassiska modellens rorelse-ekvationer for rorelse i ett el- och magnetfalt ar

dr o . 18€n(k)
i = = -
% = —e€ E(I', t) + %Vn(k) X H(I‘, t) (12)
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For ovrigt innehdller modellen de flesta av Bloch-modellens drag. Speciellt bér man notera bland
dessa egenskapen att elektroner med vagtal som avviker bara med K , diar K ar en vektor i det
reciproka gittret, ar identiska om de finns i samma energiband.

| termisk jamvikt ar distributionen av elektroner given av Fermi- distributionen som i Sommerfeld-
modellen, med skillnaden att elektronenergierna nu berdknas fran bandstrukturen,

dk

dk !
FenR) T3 = Cmmm—wis 5 1 (13)

Denna modell har ett stort antal restriktioner till sitt tillampningsomrade, som vi dock inte gar
igenom. Intresserade kan se i AM kapitel 12.
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10.2.1. Motivation for de semiklassiska ekvationerna

Den forsta av de semiklassiska ekvationerna, ekv. (11), ar helt enkelt en omskrivning av grupphas-
tigheten for en vag,

ow 1 0e
Vg = — = —— (14)
ok hok

dar vi anvant oss av € = hw.

Den senare ekvationen, (12), ar mer komplicerad att motivera. Men om vi bara betraktar en partikel
| ett elfalt £ = —V ¢, dar den elektriska energin ju ar g¢, ar det naturligt att anta att hela energin

en(k(t)) — ep(r(t)) (15)

bevaras.
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Tidsderivatan av detta ger

© (ealk(t)) — ed(x(1))) (16)
e,dk  Dgdr

= — —e— (17)
ok dt Or dt
Oe, dk Vcbdr (18)
p— _— e N
ok dt dt
och om vi nu anvander oss av ekv. (11) for att skriva om Oe,, /Ok fér vi
dk
n(k) - | h— — eV 19
vk - (155~ evo) (19)
For att energin skulle nu bevaras, bor detta alltsa vara lika med noll, vilket leder till ekvationen
ak Vo E (20)
— = e = —e
dt

som dr samma som ekvation (12) da magnetfaltet H = 0.
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10.2.2. Foljder av ekvationerna

| denna diskussion pratar vi oftast bara om ett energiband dt gdngen, sa vi lamnar bort underindexet
n for storheterna.

10.2.2.1. Fylida energiband ar ickeledande

Betrakta ett fyllt energiband, dvs. ett sddant dar alla energier ligger under €. Vi har redan flera
ganger visat att antalet elektroner i ett fyllt band ar

dk
— 21
o (21)

| omradet dk. | ett omrdde dr i den direkta rymden kommer nu alltsd antalet elektroner att vara

drdk

e (22)

Om vi nu betraktar den sexdimensionella fasrymden (r, k), kommer densiteten av elektroner dar
alltsa att vara
— (23)
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Liouvilles teorem for den semiklassiska rymden 2 = (r, k) siger att fasrymds-volymen ar konser-
verad av de semiklassiska ekvationerna. Detta teorem kan bevisas explicit, men det ar |att att forsta
fran en kvantmekanisk synvinkel: p.g.a. Paulis exklusionsprincip ar det klart omojligt att oka pa
densiteten i ett fyllt band, dd det ju skulle innebara att elektroner boérjar vara i samma tillstand.
Och p.g.a. att transitioner mellan energibanden inte heller ar mojliga i den semiklassiska modellen,
kan densiteten i ett fyllt band inte heller sjunka.

Detta leder till att om densiteten &r 1 /473 vid t = 0, kommer den ocksa att vara det for alla senare

tider. Om vi nu bektraktar elstrommen j i den semiklassiska modellen, blir den p.g.a. densiteten —=

473
och elektronernas hastighet (1/h)(0e/0k) (ekv. (11))

. dk 10e
J—‘?/Lﬁaﬁ (24)

Pa liknande satt kan energiflodet j. berdknas med

10e dk 10 (5(k)2)
-k—/ e T §/Qﬁﬁ ok (25)
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dar vi i bada fallen integrerar Over hela den forsta (fyllda) Brillouin-zonen.

Bada integralerna ar alltsad av typen

/ o dxV f(x) (26)
primitiv cell

dar f ar ndgon funktion som har samma periodicitet som Bravais-gittret. Man kan visa att alla
dylika integraler forsvinner (se AM appendix ) | en dimension &r det Iatt att se varfor s3 sker: tank
dig att integrera en sin- eller cos-funktion 6ver en period i gittret. Darmed kommer alltsa

i=0 och je=20 (27)

i fyllda energiband. Alltsa kommer de fyllda banden inte att paverka ett materials elektriska eller
energi- (vdrme-) ledningsegenskaper!

All ledning kommer alltsa ur de delvis fyllda banden!

Detta forklarar varfor material med fyllda band ar isolatorer, varfor isolatorer leder varme daligt,
och varfor fri-elektron-modellen lyckas sa bra i sitt antagande att antalet fria elektroner = antalet
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valenselektroner: i de flesta metaller ar bara energibandena som innehdller valenselektroner delvis
fyllda.

10.2.2.2. Hall-effekten

For att forstd rorelse av elektroner i ett yttre el- och magnetfilt, tar vi och skriver om rorelse-
ekvationen (12) ndgot.

Vi borjar med att ta kryssprodukten med enhetsvektorn i faltets riktning H:

hH x % = —eH x E(r,t) — - (H X (v(k) x H(r, 1)) (28)
g )v(k) — (H-v)H
Hv — H(H : V)I‘E
H(v — (H-v)H)

Om vi nu infor en vektor
r,=r— H(H- 1) (29)

som ar vinkelrdat mot filtet H och vasentligen r:s komponent i planet vinkelrdtt mot faltets H
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riktning, ser vi att

d A A
S =v—_—H®@- 30
STL=V (H-v) (30)

och ekvation (28) kan darmed skrivas som

~ dk A Hd
FH x &8 = —eH x E(r, t) — -~ 2% (31)
dt c dt
Om man integrerar detta fran ¢t = O till ¢ = ¢ far vi
hc FEc . A

Den forsta termen i detta uttryck ar rorelse enbart i ett magnetfalt. | fyllda skal ar detta rorelse |
en cirkular-liknande bana:
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1~ Projection
|

|
|
\
\

(b)

Den senare termen beskriver elektroners drift om ett yttre elfalt existerar.

Behandlingen av Hall-effekten fungerar nu helt liknande som i fri-elektronmodellen. Man tanker sig
att elektronerna kolliderar med nagot medelintervall 7, och far dd ndgon hastighet v av elfiltet.
Nu ar vi intresserade enbart av elektronernas rorelse i planet vinkelratt mot magnetfiltet p.g.a. den
normala geometrin for Hall-experiment:
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Figure 1.3
Schematic view of Hall’s experiment.

Hastigheten vinkelrdtt mot filtet v kan fran ekv. (32) berdknas bli

v, — r;(7) —ry(0) _ —EI:I k(t) — k(O) ( " H)— (33)

T eH T

Rorelsen i magnetfaltets riktning ar i fyllda skal alltsa cirkular. Ifall tidskonstanten 7 ar mycket storre
an raten for cirkular rérelse, kommer den forsta termen i hogra ledet att inte vara av betydelse, och
vi far det enkla resultatet for Hall-strommen j |

Nne€ec A
E x H (34)
H

jL = —nev, = —
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Detta galler alltsd om laddningsbararna ar elektroner, med densiteten n.. Om de daremot ar hal,

fas resultatet
npec

ji=+npev. = +——Ex H (35)

Om vi beaktar geometrin i experimentet, kan vi nu skriva ner Hall-koefficienten

( 1
E ———  for elektroner
Ry=—t={ ne (36)
Jx +——  for hal
L nec

som ju ar exakt samma resultat vi fick i fri-elektronmodellen.

Skillnaden ar nu dock den att vi nu forstdr hur de positiva Hall-koefficienterna kan uppkomma:
de kommer fran hal, som ar alltsd ofyllda elektrontillstand i de ovre delen av energibanden. Likas3
forstar vi nu varfor resultatet ovan inte alltid nédvandigtvis galler. For att komma fram till resultatet
ovan, maste vi anta att elektronerna ar i fyllda skal, eller hdlen i sddana tillstdnd som leder till
cirkuldr rorelse i magnetfaltet. Om detta inte stimmer, kan vi inte lamna bort H X k-termen i
ekvation (32), och behandlingen av Hall-effekten blir mycket mera komplicerad an for fria elektroner.
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Men vi gar inte in desto mera i denna mer komplicerade modell, utan nojer oss med att vi kvalitativt
har sett varfor fri-elektron-modellen inte alltid fungerar.
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Vad har du atminstone lart dig i detta kapitel?

e Begreppet effektiv massa

e Begreppet hal och hur det foljer naturligt ur begreppet effektiv massa
o Att fyllda elektronband ar ickeledande

e Du forstdr den fysikaliska iden i den semiklassiska modellen och ekvationerna for
elektrondynamik
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