7. Anharmoniska effekter

[HH 2.7, Kittel 5, (AM 25)]

Hittills har sambandet mellan atomers vaxelverkningsmodellers komplexitet och de effekter de kan
forklara fortskridit ungefar pa foljande satt:

Term Forklarar
Jamviktsavstandet % =0 Kristallstruktur
Rontgendiffraktion
) 2 )
Den harmoniska termen % Elastiska egenskaper

Ljudvagor
Gittervibrationer, fononer

Vi fortsatter nu pd var vag att ta in mer och mer komplicerade termer i vaxelverkningen for att
forklara mera effekter. Den harmoniska modellen racker namligen inte till i manga fall.

Fasta tillstandets fysik, Kai Nordlund 2015 4qd 4P P X 1



7.0.1. Var misslyckas den harmoniska modellen

Den harmoniska modellen misslyckas pd att forklara manga helt fundamentala egenskaper hos
material. Inom en rent harmonisk modell har man namligen:

® Ingen varme-expansion
® Inget temperaturberoende av elastiska konstanter
e Inga vaxelverkan mellan fononer =- oandlig varmekonduktivitet

e Konstant viarmekapacitet vid hoga temperaturer

For att beskriva dylika effekter bér man ta i beaktande anharmoniska effekter i kristallen. Detta
betyder helt enkelt att man beskriver atomernas vaxelverkan med nagon modell som inte bara har
den kvadratiska, symmetriska termen. Vi sdg ju tidigare t.ex. for Lennard-Jones och den Coulombiska
vaxelverkan att potentialen ar klart asymmetrisk kring jamviktsavstandet:
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Repulsive energy
(2.4 x 10%) exp(—R/0.30) eV

Energy, in eV
>

i

1
1
5 6 Rin 10 %cm

Total y Equilibrium

energy \ position
\
p Coulomb energy

AN (25.2/R) eV

sa det ar klart att det ar val motiverat att anvanda mer termer.

Vi tar nu och beskriver ndgra viktiga anharmoniska effekter.
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7.1. Allman formalism

De anharmoniska termerna i jonernas potentialenergi ar de som beror av forflyttningarna fran
jamviktslagena i kristallen u(R) med hogre potens dn tva. Formellt kan det anharmoniska bidraget
till potentialenergin skrivas som en serieutveckling av formen

(© @]

1

anh n

Ut =3 :_n' > DY (R, Ra)uu, (Ra).ayy (Ry). (1)
n=3 ) Rl RN

dar u ar forskjutningen av atomerna kring jamviktslagena. N ar hela antalet atomer, n ar ordningen
av derivatan och u ar koordinaterna x, y, z (notationen &r liknande som den som anvindes for

elasticitet dir man anvinde andra derivatan). Har definieras tensorn D™ som

an
U
Ouyy (R1)...0u,, (Ry)

DY (Ry,..Ry) = ( Ju=o (2)

Den forsta anharmoniska termen motsvarar allts ett u>-beroende. Det ir lockande att bara ta med
denna termen, och det gér man i sjdlva verket ofta. Det finns dock ett klart problem med detta:
vilken som helst funktion av typen

f(u) = au” + bu® (3)
kommer att vara —oo antingen vid u = 400 eller u = —oo. S& matematiskt ar en potential
av denna typ patologisk, och om man tilldter mycket stora varden pd u kommer den att bete sig
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vansinnigt. Men om man bara anvander sma forflyttningar, och valjer konstanten b sd att termen
au? dominerar fér sma w, kan man majligen “get away with it”.

Men for att fa en matematiskt hallbar formalism bor man alltsa ocksa inkludera den kvartiska
termen och fa en potential av typen

f(u) = au® + bu® + cu’ (4)

Om man betraktar en typiskt potentialfunktion och formen pa bu® inser man snabbt att i denna
form bor a och ¢ > 0 och b < 0 for att utvecklingen skulle ndrma sig den 6nskade formen:

A
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7.2. Varmeexpansion

P.g.a. den perfekta symmetrin kring jamviktsavstandet i en harmonisk potential dr det uppenbart
att hur mycket man an varmer kristallen, kommer medelposition av atomerna fortfarande att ligga
vid samma punkt. Fran vardaglig erfarenhet vet vi dock val att de allra flesta amnen expanderar da
man varmer upp dem. S3 vi bér beakta anharmoniska termer.

Den linjara utvidgningskoefficienten « definieras som

1 oV
= —(—— 5
o= 3v(5p)" ()
vilket kan utvidgas till
1 oV oP 1 OP
o = — R — 3 (6)
3V \OP /), \0T ) 3B \0T /)y,
dar B ar bulkmodulen
oP
b v (2) o
ov )

For att berakna varmeexpansionkoefficienten bor vi alltsd kunna berdakna tryckets volym- och
temperatur-beroende.
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Trycket kan berdknas fran den fria energin FF = U — T'S, ty

dU =TdS — PdV =—> dF =TdS — PdV —TdS — SdT = —PdV — SdT (8)

r=-(), 0

| den harmoniska approrimationen kan F' skrivas

och darmed

F = Epot + Finoder (10)

dar E,ot ar den temperaturoberoende potentialenergin for atomernas vaxelverkningar, och Floder
ar den fria energin som associeras med vibrationerna.

Kontributionen fradn en vibrationsmod f till Fioqer kan berdknas fran den harmoniska oskillatorns
partitionsfunktion (jfr. Mandl)

f=—kTInZ=}ho+kTn (1—e "/ (11)

| den harmoniska approximationen ar frekvensen av gittervibrationer oberoende av volymen, och
vi kommer inte att fa en kontribution av denna till varmeexpansion. Vidare kan inte heller E
kontribuera i.0o.m. att den ju ar temperaturoberoende.
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Men anharmoniska termer kommer att leda till att frekvenserna for gittervibrationer beror pa
volymen, och detta kommer att leda till virmeexpansion. Om vi antar att modernas vaxelverkningar
| forsta approximation inte kontribuerar till expansionen, kan vi anvianda oss av samma ekvationer
som ovan for att berdkna vibrationernas effekt pa volymen.

Da far vi for trycket

b _ B of
B av moder oV
dEpot aw 1 h
- — — | =h 12
av mzd: oV <2 TR 1) (12)

sa att volymberoendet av gittermodernas volymers frekvensberoende syns explicit i derivatan

ow

v (13)

Det enklaste siattet att komma vidare ar att anta att gittermodernas frekvenser ar alla samma och
kan beskrivas med en enkel potensfunktion

w=kV"" (14)

dar k ar nagon konstant.
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Om vi tar logaritmen av bdda ledena i ekv. (14)
Inw=InkV 7 =lnk—~InV (15)
ser vi att vi kan ocksd definiera v med den ndgot kufiska formeln

d(lnw)

m = =7 (16)

som dock ar den normala definitionen.

Denna dimensionslosa konstant kallades ursprungligen Griineisens konstant. Numera anvands den
dock nastan alltid som en variabel och bor alltsd hellre kallas Griineisens parameter.

Ur ekv. (14) far vi vidare

dw_d
dv — dV

kV T = —qkV Tl = —%kv—7 = —%w (17)

och genom insattning i ekv. for P far vi

dE ot Y 1 hw
P=- dv + v Z <§hw ™ ohw/KT _ 1) (18)

Fasta tillstandets fysik, Kai Nordlund 2015 4qd 4P P X 9



Jamforelse med féregdende kapitel visar att energin fér en mod var ju bara

== 1p hw 19
€_§w+ehw/k:ﬁ_1 (19)

och alltsa kan vi skriva detta som
P = — d‘l; : + %Emoder (20)

och nu far vi alltsd for varmeexpansionskoefficienten

1 oOP Y 8Emoder
sB\oT/), 3BV \ oT /,

dar Epot-termen fallit bort for att den ju inte hade ett temperaturberoende.

Derivatan ovan ar ju bara definitionen pd varmekapaciteten vid konstant volym C'y och vi far det
forbluffande enkla resultatet

vCv

o =

3BV
for varmeexpansionen. Har ar ju alla parametrar utom < mycket latta att mata, s3 detta ar
faktiskt en ganska nyttig lag. Vi kommer snart att se att elastiska konstanter inte har ett
alltfor starkt temperaturberoende, sd denna ekvation sager alltsd att varmeexpansions-koefficientens

(22)
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temperaturberoende ar ungefir den samma som varmekapacitetens. Detta ar Griineisens lag och
staimmer nagorlunda bra for de flesta fasta amnen.

Har ar lite exempel-data:

0.01 0.1 10

Vi ser alltsd att parametern nog i de flesta fall inte ar alltfor konstant... Men notera att abskissan
ar logaritmisk: fran ung. © p/3 uppat finns det nog inte ett alltfor starkt temperaturberoende.
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Nagra varden for o och -~y i alkalihalider vid olika temperaturer:

Table 25.1
LINEAR EXPANSION COEFFICIENTS AND
GRUNEISEN PARAMETERS FOR SOME ALKALI HALIDES

T (K) LiF NaCl Nal KCl KBr KI Rbl CsBr

0 o 0 0 0 0 0 0 0 0
y 170 0.90 1.04 0.32 0.29 028 —0.18 2.0
20 o 0063 0.62 5.1 0.74 223 45 6.0 10.0
y 160 0.96 1.22 0.53 0.74 0.79 0.85 —
65 a 36 15.8 273 17.5 225 26.0 28.0 352
y 159 1.39 1.64 1.30 1.42 1.35 1.35 —
283 o 329 39.5 451 36.9 38.5 40.0 39.2 47.1
y 158 1.57 1.71 1.45 1.49 1.47 — 2.0

“ The units of the linear expansion coefficient o are in 107 K 1,
Source: G. K. White, Proc. Roy Soc. London A286, 204 (1965).

Man kan berdkna Griineisens konstant teoretiskt om man kanner till vaxelverkningarnas form. Om
vi har en potential mellan atomerna U (r), kan man gora Taylor-utvecklingen

v =v@+ (D) + 5 () e @)

r=a r=a

dar a ar jamviktsavstandet vid 0 K. Om man nu berdknar en “anharmonisk fjaderkonstant” K for
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vibrationer kring ndgot medelavstand a’ fas

o (2U _[(dU L (d - d°U N (24)
\ dr2 . \ dr2 _ @—a dr3 _

Nu om vi dessutom minns att i de enkla vibrationsmodellerna var w = x+/ K och dessutom ar ju
V = ya®, dir x och y ir proportionalitetskonstanter, kan vi hirleda ~v med

B Vow ya’ da Ow B ya® 1 Ow _ a Ow (25)
T wdV  w OVda  w 3ya?da  3wda
a Ow 0K a r OK a OK

_SwaK oa _Sx\/KQ\/K da 6K Oa

Den senare termen kan skrivas om med hjilp av derivatorna i U och vi far

_a (dU d*U 27)
T 6\ dr3 | dr? )

|.o.m. att d?’U/d”r‘3 som sagt ar i normala fall < O, ar detta en positiv storhet.
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7.2.1. Varmeexpansion i metaller

| metaller uppstar komplikationen att ocksd de fria elektronerna har frihetsgrader och alltsd en fri
energi. Trots att elektrongasens egenskaper inte annu behandlats pa denna kurs, ger vi har en snabb
uppskattning av vad denna kontribution ar.

De fria elektronernas tillstdndsekvation (jfr. kursen i Termofysik, kapitlet om Fermi-Dirac-
distributionern) ar
20U

el

=37 (28)
3V
och alltsad deras kontribution till vairmeexpansionen
1 (0P 1 /2
o = = (—C?}) (29)
3B \ 0T v 3B \3
dar C’f}l ar elektronernas varmekapacitet. Hela varmeexpansionen blir d3
1 atomer 2 el
a=—|~C —-C 30
5 (vowem+ o) (30

Vi kommer att se senare att C‘c}l | praktiken ar bara betydelsefull vid ldga temperaturer, ~ 10 K,
och darmed ar elektronernas kontribution till varmeexpansion ocksa viktig bara vid laga T'.
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7.3. Elastiska konstanters temperaturberoende

[Egen héarledning - caveat emptor]

Det ar ocksa enkelt att se att den harmoniska modellen leder till elastiska moduler som ar oberoende
av temperatur.

Om vi for enkelhets skull betraktar bulkmodulen

oP
B=-V— (31)
oV
och pdminner oss om tryckets definition
oU
P=— (32)
oV
far vi
B = VaQU (33)
- oVv?

Detta kan skrivas om som en derivata med avseende pa r. Volymen i en reguljar kristall ar garanterat
proportionell mot medelavstindet mellan atomer 72,

v 1/3
V =kr’ e r= <?> (34)
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dar k ar nadgon konstant som beror pa kristallstrukturen. Nu ar

ov. akr? or 1
or " oV  3kr2
samt ,
oU _ or oU _ 1 (V)_g oU _ 1 _,0U
oV dV or 3k \ k or 3k  Or
och darmed
o’U  or O ('1 _28Li> 1 1 _,0U
= r T— ) = — | —2r "—+7r
oV?2 oV Or \ 3k or 3kr23k or
Alltsa fas

02U 1 <—28U 8U2>

oV?2 - 9k2p4 r Or * Or?2

och med multiplicering med V' = kr?

1 (—28U Q9U?
B = +
Okr r Or or2

Fasta tillstandets fysik, Kai Nordlund 2015 4dqd 4 PP X

_,0U?
or2

)

(35)

(36)

(37)

(38)

(39)

16



Betrakta nu en potential mellan atomer med en harmonisk och den forsta icke-harmoniska termen:

r—af | o) 0

U=Uy+ K 5

dar K5 ar den harmoniska och K3 en anharmonisk “fjaderkonstant”. a ar nu igen medelavstandet
mellan atomer vid 0 K.

Med uttrycket for B far vi nu

1 —2 —2
B = KQ(’I“ — CL) + —3K3
r r

{r—a) _6a) + Ky + Ka(r — a) (41)

Har ar alltsd r atomernas medelavstand. | den harmoniska approximationen K3 = O konstaterade
vi ju ovan att » = a, och vi ser att i den blir bulkmodulen bara

K
B=_—2 (42)
9ka

som helt saknar temperaturberoende.

Men om vi inte ar inom den harmoniska approximationen, kommer medelavstdndet mellan atomer
7 # a, och en varmeexpansion kommer att leda till att vardet pa bulkmodulen dndrar.
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Om vi antar en linjar konstant expansion 7 = (1 4+ aT")a, med T << 1 far vi

(r—a)=(1+aT)a—a=aTa (43)

samt

(7)° = (1 4+ 2aT + &’T?)a” = (1 + 2aT)ad” (44)
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och dirmed (alla termer av ordningen o limnas bort omedelbart):

B = ZraTat 23,0t K 1L (45)
ook T gEe T Okr  Okw oo
2 KyaTa + e + ! KsaTa  (46)
~ al a al a
9k(1 + 2aT)a2 9k(1 + aT)a = 9k(1+ aT)a
—2 K> 1
~ oha sK2aTa(l —2aT) + —(1 —aT) + TKgaTa(l —aT) (47)
—2 K, 1
~ —KyaT + —(1 —aT) 4+ —KsaT (48)
9ka 9k
—2K, K, K> K
= T - T + —aT 49
oka " T 9ka  9ka T k" (49)
Ky, —2K»—K,+ K
_ 2 L 2 2+ 3¢ (50)
9ka 9ka
K, -3K,+ K
_ 2 L 2+ 3¢ (51)
9ka 9ka

| det mest sannolika fallet av T > 0, ser vi att Ks-termen i den temperaturberoende delen
kommer att minska pd B. Och andra sidan ar K3 < 0, s3 ocksd K3-termen kommer att minska
pa B:s varde da temperaturen okar.
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Men i.o.m. att effekten ar proportionell mot o’ << 1 och K3 << Kj torde minskningen inte
vara en stor effekt.

Experimentellt ar detta just vad man observerar i de flesta fall:

T e e
Stiffness constants,
in 10'% dyne/cm?® (10*! N/m?%

4 Cps Cyy Temperature, K Density, gfem®
: R T R
W 2.049 1.631 0 19.317
2.045 1.607 300 —
Ta 1.582 0.874 0 16.696
1.574 0.818 300 —
Cu 1.249 0.818 0 5.018
1.214 0.754 300 —
Ag 0.973 0.511 0 10.635
0.937 0.461 300 —
Au 1.697 0.454 0 15.488
1.631 0.420 300 —
Al 0.619 0.316 0 2.733
0.607 0.282 300 —
K 0.0341 0.0286 4
0.0314 0.0188 295
FPb 0.454 0.194 0 11.599
0.423 0.149 300 —
Ni 1.508 1.317 0 8.968
1.500 1.235 300 —
Pd 1.761 0.712 0 12.132
1.761 0.717 300 —

De elastiska modulernas varden vid 300 K ar en smula mindre an vid 0 K.
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7.4. Varmekonduktivitet fran fononer

[Kittel 5, HH 2.8.1]

Fasta amnens varmekonduktivitet kan ha tva viktiga komponenter. | metaller dominerar konduktivitet
fran fria elektroner helt, typiskt med ett par storleksordningar. Detta behandlas senare pad kursen.
Men i insulatorer leds varme av atomer i form av gittervibrationer eller fononer. Denna process
behandlas nu har.

| en dimension kan virmeflédet J (energi som forflyttas genom en viss area pa en viss tid) vid

jamvikt skrivas i formen

dT
J=—-—K— (52)
dx
dar K &r viarmekonduktiviteten, och d7T'/dx temperaturgradienten i en ldng stav. Detta innebar

att flodet betraktas vara en endimensionell diffusions-typs process, dvs. att virmet inte omedelbart
flodar fran en sida till en annan, utan diffunderar genom att stort antal processer som i medeltal rér
sig at ett hall.

For att harleda varmekonduktiviteten K betraktar vi ett antal partiklar som ror sig nastan
slumpmassigt i ett medium. Flodet av partiklar i en riktning ar

jp:n<va:> (53)

dar n ar partiklarnas koncentration (antal/volym) och v, deras hastigheter. <> betecknar medel-
talet over all partiklar.
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Nu om viarmekapaciteten fér en partikel ar ¢, kommer en partikel som ror sig fran ett x-varde till
ett annat x’ att i medeltal dndra temperatur AT = T'(z') — T'(x) och dirmed vinna cAT i
energi. Om man nu tanker sig att partikeln ror sig ndgon fri vag [ i mediet far vi

dT dT
AT = —l; = —v,T (54)
dx dx
dar 7 ar medeltiden mellan kollisioner.
Energiflodet i medeltal kommer nu att vara
, . dT 5  dT 1 5  dT
J = —JpcAT = —jpc— < 0, >T7T=-—n< vy > c7T— = ——n < v > ct— (5b)
dx dx 3 dx
Om v ar konstant kan detta skrivas med hjalp av C' = nc och | = vt
1 dT
J = —=Cvol— (56)
3 dx
och alltsad ser med att jamfora med ekv. (52) vi att
1
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Hittills har vi bara talat om partiklar i ett medium. | en gas ar det uppenbart hur varmet forflyttas:
partiklarna ar molekyler som ror sig fran ett stalle till ett annat. | ett fast amne kan dock inte
atomer rora pa sig (om man undantar de mycket langsamt rorliga defekterna). Men fononerna kan
ju tankas vara ett sorts kvasi-partiklar, och de kan faktiskt i detta sammanhang behandlas som om
de skulle vara en “fonongas” som leder varme.

|.o.m. att harledningen ovan inte ndnstans antog att partikelantalet bevaras, och i.o.m. att for
fononer ar hastigheten faktiskt konstant i gransen for ljudvibrationer, kan denna ekvation anvandas
for fononer. | sjalva verket fungerar den battre for fononer dn for verkliga gaser (!).

Har ar ndgra exempelvarden pa fononerns fria vag i olika material:
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Table 2 Phonon mean free paths

lenlated from (44), taking v = 5 X 10” cm/sec as a representative sound velocity. The
btained in this way refer to umklapp processes. |

i *C C, in ] cm 3deg™! K, in W c.m_.l(.leg_1 ¢, in A
0 2.00 0.13 40

—190 0.55 0.50 540
0 1.88 0.07 23

—190 1.00 0.27 100

r_ *Parallel to optic axis.

Fria vagarna ar alltsd forhallandevis smad om man jamfér med makroskopiska matt, men anda tiotals
eller hundratals atomavstand.

Fononernas fria vig bestams av tva typer av processer, geometrisk spridning och spridning fran andra
fononer. Om krafterna mellan atomer skulle vara rent harmoniska, skulle fonon-fonon-vaxelverkningar
inte forekomma. D3 skulle geometrisk spridning, fran kristallens granser och orenheter i kristallen,
vara den enda spridningsprocessen. | sjalva verket dominerar dessa processer i vissa fall, ocksd om

man tar anharmoniska effekter med.

Teorin for anharmonisk koppling av fononer och dess effekt pd en kristalls varmeledningsférmaga
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eller -resistivitet forutspér att [ o< 1/T vid hdga temperaturer. Detta kan forstds enkelt om man
paminner sig om att antalet exciterade fononer vid hdga temperaturer ar < 1" (detta ser man fran
hdga temperaturers gransvardet for £ och n(w) som harleddes i forra kapitlet).

D3 &r det naturligt att vdgen med vilken en fonon kan rora sig ar proportionell mot 1/7'. Detta
stimmer ungefdr i en del material; i praktiken dr | o< 1/T%, dar x ar oftast mellan 1 och
2. Orsaken till avvikkelsen ar mer spridningsprocesser som ar mer komplicerade an den enkla
tva-fonon-kollisionen.

For att definiera termisk konduktivitet maste det finnas en mekanism med vilken fononerna kan
komma till termisk jamvikt. Geometrisk elastisk spridning kan inte leda till jamvikt, for i dem bevaras
frekvensen for den spridda fononen.

Den enklaste typen av fonon-vaxelverkning,
ks = k1 + ko (58)

leder inte heller till jamvikt. Orsaken ar att hela rorelsemangdsmomentet hos fononsystemet kommer
inte att dndras av sddana kollisioner. Om vi namligen betraktar summan av rérelsemangden J Gver

alla fononer,
J=> mdhk (59)
k

kommer denna storhet inte att andras vid en kollision ty k3 —k; —ko = 0. Alltsad kan en distribution
av fononer som endast vaxelverkar genom denna process att rora sig ostord av kollisionerna genom

en kristall. D3 kommer det inte att finnas nagon termisk resistivitet. Detta illustreras i foljande
bilder.

Fasta tillstandets fysik, Kai Nordlund 2015 4dqd 4 PP X 25



Betrakta forst en het idealgas som ror sig genom en tub utan friktion. Om den skjuts in i ena
andan, kommer den att rora sig orord igenom den och temperaturen kommer att vara samma i bada
andorna. Alltsd ar dT'/dx = 0 och varmekonduktiviteten oco.

Motsvarande fall for fononer ar om vi t.ex. skapar fononer i en dnda av en stav, t.ex. med ett belysa
den med ljus. Om nu bara N-processer ar mojliga, kommer fononerna att flyta ohindrat genom
kristallen, och vi far igen en varmekonduktivitet oco.
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Detta dr dock inte vad som observeras i praktiken (annars skulle det vara ganska knickande att
steka biffar med en gjutjarns-stekpanna...).

Orsaken ar att Umklapp-processerna kan fd fononerna i jamvikt. | dessa bevaras ju inte
rorelsemangden, utan vi har

ks + G =k; + ko (60)

dar G ar en vektor i det reciproka gittret.

Fasta tillstandets fysik, Kai Nordlund 2015 4d 4O P PP X 27



r normal viarmeledning ut pd foljande satt

fo

In, ser situationen

Om man igen tar till gasanalog

processer:

och for fononer med Umklapp

28

<44 4O P PP X
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7.4.1. Varmekonduktivitet vid hoga temperaturer

Vid hoga temperaturer (T° > ©p) kommer de allra flesta fononmoder att vara exciterade, inklusive
de hogenergetiska med stora vigtal. D4 kommer sannolikheten fér att en fononkollision “hamnar
utanfor” det tilldtna k-omradet att vara stor, och alltsd sannolikheten for Umklapp-processer att
vara stor. Detta kommer att leda till stora andringar i rorelsemangden, sa fononsystemet kan komma

effektivt i jamvikt, vilket leder till en hog termisk resistivitet.

Y

l.o.m. att den fria vaglangden [ ju visades vara proportionell mot 1 /7T, x = 1, kan nu den termiska
konduktiviteten vantas vara proportionell mot 1 /7", Detta ar ocksd vad som observerats:

10+
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7.4.2. Varmekonduktivitet vid medelh6ga temperaturer

Vid medelhoga temperaturer kommer antalet Umklapp-processer att sjunka, da bara en del av
dem har energier som &r s3 hoga att summan ks vid en kollision kan vara storre en 7 /a, alltsa
att processen blir en Umklapp-process. Fononerna som kolliderar maste ha en energi som ar
ungefar halften av maximi-energin. Halften av maximi-energin kan i Debye-modellen uppskattas
vara kp®p/2, och antalet atomer som Overstiger den uppskattas med Boltzmann-statistik vara

proportionell mot
e—k@D/Qk’T — 6—@D/2T (61)

Enligt samma argument som tidigare kan vi nu anta att den fria vaglangden [ for fononer ar
proportionell mot 1/antalet, och alltsa

[ oc e OD/2T (62)

|.o.m. att varmekonduktiviteten .
K = ngul (63)

och i.0.m. att den exponentiella faktorn dominerar éver C-faktorns T">-beroende blir alltsi konduk-

tiviteten nu ocksa © /2T
K « 2D/ (64)

Ett lite mera noggrannt uttryck fas av att ocks3 inkludera T>-beroendet, dvs.

K o« T?e®D/* (65)
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Ungefar detta beroende observeras ocksa experimentellt.
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7.4.3. Varmekonduktivitet vid laga temperaturer

Vid verkligt |aga temperaturer kommer sannolikheten fér Umklapp-processer att bli forsvinnande
liten. Fononernas antal blir [agre annars ocksd, och deras fria vaglangd narmar sig kristallens. Detta
leder till tvd effekter. Den forsta ar att temperaturberoendet i K nu férekommer nastan bara i

virmekapaciteten C, som ju hade ett T-beroende vid mycket |dga temperaturer. Vi far allts3

KT’ (66)

En annan intressant effekt ar att i.o.m. att fononernas fria vaglangd [ narmar sig kristallens
dimensioner, kommer icke-elastisk spridning vid kristallens granser att paverka resultatet ! Detta
kan tankas motsvara en gas som ror sig i en tub med friktion vid vaggarna.

T'-beroendet och kristallens forms effekt illustreras i foljande bild, som visar K for safir-stavar med
olika diameter:
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Som sammanfattning av denna diskussion kan vi dnnu jamféra gasers och fononerns
varmekonduktivitet:
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Hot | \ \/ N -— Cold
.

Pl
Hot N T~ Cold

Den o6vre delen ar fononer, den nedre en gas. l.o.m att antalet fononer dr temperaturberoende, har
vi mer fononer i den heta dndan. Och i.o.m. att fononernas fria vaglangd beror pa temperaturen,
ror de sig langre i den kalla andan. | gaser ar detta just tvartom !
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7.4.4. Isotopeffekten

Det ar sakert inte overraskande att fononer kan ocksa spridas fran defekter och orenheter i kristaller,
och att detta paverkar varmekonduktiviteten. Men det som kanske ar lite forbluffande ar att isotoper
av samma grundiamne kan ha en dramatisk paverkan. Vi kan forstd detta om vi pdminner oss om
att i var harledning av gittervibrationer kom mass-skillnader att ha en stor roll. Om man nu har en
ohomogen distribution av isotoper, kan dessa komma att paverka fononers framfart och sprida dem.
| vissa fall kan denna isotop-spridning vara ungefar lika viktig som spridning fran andra fononer.

Har ar ett exempel som jamfor varmekonduktiviteten i vanligt rent Ge, och Ge dar antalet av
isotopen Ge™ Skats fran det normala 37 % till 96 %:
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7.5. Det andra ljudet

Om fononerna betraktas som en gas av "kvasipartiklar’ uppstdr ganska naturligt frdgan om
tathetsoskillationer analoga till ljudvdgorna i atomsystem kan uppstd i fonongasen. Ljudvagor i
jongasen ar mojliga for att partikeltalet, energin och rérelsemangden bevaras i kollisioner och ifall
kollisionsraten 71 &r mycket stdrre dn frekvensen.

| en fonongas ar antalet fononer inte bevarat vid kollisioner, men fononernas energi ar bevarad. Vid
ldga temperaturer ar dartill rérelsemangden bevarad vid fononkollisioner, d& Umklapp-processer inte
upptrader. Tathetsvagrorelse i fonongasen forutsatter darigenom att dess frekvens ar mycket storre
an raten for fononreaktioner som inte bevarar rorelsemangden:

— << w. (67)
TU

Raten for normala fononprocesser maste daremot vara storre an frekvensen. Detta innebar att
frekvensen w begransas av

1 1
— << w << —. (68)
TU TN

Denna form av vagrorelse kallas det andra ljudet och har iakttagits i fast He och NaF.
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Sammanfattning 6ver termer

Som sammanfattning av detta och tidigare kapitel utvidgar vi nu tabellen i bérjan av

kapitlet till:

Term

Forklarar

Jamviktsavstandet % =0

d2v

Den harmoniska termen .
T

d3v
dr3

Anharmoniska termer

Kristallstruktur
Rontgendiffraktion

Elastiska egenskaper
Ljudvagor
Gittervibrationer, fononer

Varmeexpansion

Viarmeexpansionens temperaturberoende (Griineisen)
Temperaturberoende av elastiska konstanter

Andlig virmekonduktivitet
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