5. Fasta amnens elastiska egenskaper (hardhet o. dyl)

[AM 22, Kittel s.80- ]

Med elasticitet menas enkelt sagt det hur fasta dmnen ger efter nar man pressar pd dem. Den
klassiska elasticitetsteorin ar i sjalva verket en kontinuitets-teori men utgdende frdn atomernas
vaxelverkningsmodeller ar det mojligt att harleda denna teori.

Den grundlaggande terminologin ar pad engelska, svenska och finska:
- stress = tryck eller spanning = jannitys. Har tryck-enheter, kraft/area.
- strain = spanning eller t6jning eller deformation = jannitys tai venyma. Ar enhetslos.

Den svenska terminologin ar alltsa lite problematisk da ordet spanning kan ha tva olika betydelser,
men engelskan ar klar. Med “stress” menas alltsd trycket som ett material utsatts for, och “strain”
hur mycket den dras ut (positiva virden) eller pressas ihop (negativa varden). P3 svenska &r det bra
att anvanda order “t6jning” for det kan inte missforstds och har intuitivt ratt fortecken.

Den klassiska elasticitetsteorin ger sambandet mellan tryck och tojning, och harleds till nasta
utgdende fran atomar struktur i material.
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5.1. Harledning av elasticitetstensorn

Betrakta en godtycklig interatomar potential V. Vi sadg i férra kapitlet att de alltid har en tamligen
jamn potentialgrop kring atomernas jamviktslagen R . Alltsd kan vi utveckla potentialen med hjalp
av den tredimensionella versionen av Taylors serie

Fr+a) = F(0) + aV i) + oila VVF() + o (a V)'FG) + -

Vi betraktar atomer som har forflyttats frdn positionerna R till r s3 att
r(R) =R +u(R) (1)

dar u ar en mangd vektorer som beskriver forflyttningarna. Om vi nu har en potentialfunktion V' (r),
och utvidgar den kring jamviktsavstandet R for en atom som har forflyttats lite frdn potentialgropens
mitt till positionen r , far vi for den totala energin U i systemet

U ~ gZV(R— R) —|—%Z(u(R) —u(R)) - VV(R-R) (2)
+i D [(u®R) —u®)) - VI'V(R-R) +... (3)
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dar summorna loper over atomens och dess grannars jamviktspositioner R och R .

Den férsta termen i utvecklingen > V' (R) ar ju bara gittrets jamviktsenergi eller kohesions-energi.
Inom elasticitetsteori har nollpunktens lage ingen skillnad, och man valjer for enkelhets skull att
flytta nollpunkten sd att U = O d& alla atomer ar i sina jamviktslagen.

Termen VV (R — R’) forsvinner uppenbart, ty den ir ju helt enkelt kraften p& atomer i deras
jamviktslagen, som maste vara = 0 i en kristall i jamvikt.

Den andra derivatan ar den forsta termen i utvecklingen som blir kvar. | den harmoniska ap-
proximationen for fasta dmnen arbetar man bara med denna term. De hogre termerna kallas
anharmoniska termer, och har betydelse t.ex. for virme-expansion.

| den klassiska forsta ordningens elasticitetsteori anviander man sig av den harmoniska approxi-
mationen. Omraddet dar denna approximation fungerar bra kallas linjar elasticitet.

Den harmoniska termen

[(u(R) —u(R)) - VI'V(R — R
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har inalles 9 termer, som ocksa kan skrivas

D [uu(R) = uu(R)]Dw(R — R)[uy(R) — uu(R)]

dar pu och v I6per 6ver koordinaterna x,y, z. Vi har alltsd ersatt vektornotationen med en
index-notation. D innehdller nu derivatorna i formen:

0*V (r)

D, = ———
# or,0r,

och vi kan skriva hela den harmoniska potentialenergin

U=~ 3 n(R)) — 0 (R Dy (R — R)wy (R) — w, ()]

R,R/
sV

(Bytet av ordning dr mojligt p.g.a. gittrets inversions-symmetri och den harmoniska formen: ett
teckenbyte i forflyttningen leder till samma energi.)

Hittills har forflyttningarna i atomernas platser u (R ) kunnat vara helt godtyckliga:
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Men detta ar inte sardeles sannolikt for en elastisk forflyttning av atomer i jamvikt. Mycket troligare
ar att forflyttningsfaltet u(R) varierar jamnt och kontinuerligt. For att komma vidare méste antar
vi dessutom att vart gitter ar ett monatomart Bravais-gitter, sa att alla punkter och “bindningar”
ar ekvivalenta ((det kan uppstd intressanta komplikationer i icke-Bravais-gitter, som dock ar klart

6verkurs for denna kurs)).
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Om vi nu definierar en kontinuerlig funktion u (r ), som dr = u (R ) i Bravais-gittrets punkter R
kan vi gora Taylor-approximationen

a(R)) =u(R) + (R'—R) - Vu(r)| _p
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och darmed

U = ——Z [(R" = R) - Vu,(R)]| D, (R" = R)[(R' — R) - Vu, (R)]
= 7 Z [(R —RJ)—au“(R)} D,,(R' - R) [(R —RT)—a“”(R)}

dar vi alltsa bara i senare steget skrivit om nablorna i summeringsnotation.

Nu kan man ytterligare ta ut V-termerna som ju beror bara pd R , och sitta in termerna med R’ i
en inre summa. D3 dessutom nu (R’ — R) ju m&ste ocksd vara en vektor i Bragg-gittret, kan man
byta summerings-indexet R’ till R” och f3:

— _ Z 8uM(R) 81;1/351:{) 1 Z R//D,W(RH)RH (4)

R//

,U,l/O'T
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Den senare termen ar en tensor av fjarde rang, betecknas med
1
Eoury = = > R.D,,(R)R, (5)
R
och kallas elasticitetstensorn.

Det viktiga ar nu att E, ., enbart beror pa vektorerna R , dvs. atomernas perfekta positioner, inte
pd tojningsfaltet. Alltsd dr E, -, en konstant (med 81 komponenter) for ett specifikt material.

Nu vidare for att u ju varierar langsamt, kan man skriva om ekv. 4 som en integral,

1 Ou,(R)O0u,(R) _
U=— dr—= Eopury 6
2 M;T / ' Ox, ox, a ()
dar .
EO’ TV — ikl
: Q

dar €2 ar volymen per en primitiv enhetscell i Bravais-gittret (och alltsd ocksd volymen per atom).

Ekvation 6 ar utgdngspunkten for hela den klassiska elasticitetsteorin. Den ger energin for ett
specifierat tojningsfalt « om man kdanner materialets elasticitetstensor F.

Trots att vi utgick frdn atomer i var harledning, ser man att ekvationen ar en ren kontinuitetsekvation.
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Tensorn E har hela 81 element(!), sé detta verkar inte alltfor trevligt att arbeta med. Det visar sig
dock att man snabbt kan drastiskt minska pa antalet termer som maste beaktas genom att betrakta
olika symmetrier.

Den forsta symmetrin ar enkel. Det ar uppenbart att ekvation 5 dr symmetrisk med avseende pa
utbyte av indexena o <+ 7. Likasa ar D/, symmetrisk med avseende pa utbyte av p <+ v p.g.a.
den harmoniska approximationen. Alltsa racker det med att bestamma E, ., for de sex vardena

xm? yy? ZZ? y’z? Zx? xy

for indexparet uv och o7 var for sig. Detta har redan sankt antalet element som bor betraktas till
6 X 6 = 36.

Nasta steg for att reducera index foljer fran att betrakta en rotation av kristallen. Det ar uppenbart
att en rotation kan inte dndra pa kristallens energi. S& om vi nu goér rotationen

u(R) = 0w X R,

satter in denna modifikation av gittret i ekv. 4 och kraver att U = 0, kan man latt visa att U kan
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bero bara pd en symmetrisk kombination av w-derivatorna,

1 /Ou, Ous
opn — = 7
Sou 2 (851:0 + 8:1:M) (7)

Nu kan man skriva om ekv. 4 | formen

1
U = 5/dr Z EonCoprvEry (8)

M,V,O’,T

dar

1
Copry = ——QZ [RoDu R, + R,Dy,R; + RoD,-R, + R,D,, R, (9)
R

Betraktelse av dessa ekvationer visar att uppenbart ar ekvationerna symmetriska vid utbyte av o <+
Tv. Fran den senare ekvationen ser man ocksa genast att ¢, ar invariant vid transformationerna
o <> p och 7 <+ v. Detta reducerar antalet oberoende index i ¢, till 21 (antalet kommer
av de 6 diagonal-elementen som bildas av matrisen som bildas av de 6 indexparena ou plus
de 6 indexparena Tv = ou + de 15 elementen i ena halvan av matrisen pd ndgondera sidan
diagonalelementen).
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| dethar skedet ar det dags att introducerar en ny notation, med ldngt farre index an i notationen
ovan.
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5.1.1. Ingenjorsnotation for elasticitet

Notation som anvandes ovan ar den vetenskapligt bast motiverade och elegantaste, men samti-
digt ocksd nagot otymplig med alla sina index. Den oOverlagset vanligare notationen ar den s.k.
ingenjorsnotationen ( “engineering notation”) for elasticitet. Den utgar fran det att man ens i varsta
fall inte behover mer an 36 olika element for att beskriva elasticitet.

| notationen Gverfér man koordinatparena puv och o7 till index frdn 1-6 enligt foljande:
xr — 1, yy—>2, zz—3, ,yz—~4, zx —5, xzy—6 (10)
Nu introduceras nya elasticitetselement C', g enligt transformationerna
Cop = Coprv

diar a <> ou, B < Tv enligt samma regler som i (10). Pa liknande sitt omvandlas komponenterna
€, till komponenter e, men s3 att

. e ddp=v
S 2e,, dd p # v

och nu kan vidare e ocksd betecknas e, enligt transformationsreglerna 10.
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Nu kan alltsd ekvationen for energitatheten i kristallen skrivas i den betydligt enklare formen

U = %Z/dreaCageg (11)
af

Konstanterna C'yg kalla elastiska styvhets-konstanter eller elastiska moduler och bildar alltsa en
6 x 6-matris. Elementen i den inversa matrisen S = C~! kallas “elastic compliance constants”
eller helt enkelt elastiska konstanter.
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5.1.2. Geometrisk tolkning av ¢ och C

Efter all denna harledningsrumba har man |att tappat taget till vad i all varlden detta nu hade och
gora med materials hdrdhet, och hurdan modifiering av materialet e:s komponenter nu egentligen
betyder ?

For att forstd detta borjar vi med att betrakta foljande enkla, likformiga modifikation av ett
ratvinkligt koordinatsystem med enhetsvektorerna i, j och k

x = (14 €x2)i+ €xyj + €22k
y = €zl + (1 4 €4y)j + €42k (12)
7z = €2l + ezyj + (]- + ezz)k

vars geometriska tolkning ar en tojning av koordinataxlarna som beskrivs av €, €,, och €,,, samt
en vridning eller skjuvning som beskrivs av de 6vriga indexena:
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Notera: detta € # £ som anvandes ovan! Men vi ser snart att de nog har ett samband.
Variablerna ¢ << 1 da vi ror oss inom det linjara elastiska omradet.

Om man gor denna deformation av koordinataxlarna, hur pdverkas dad positionen av en atom som
ursprungligen ligger vid r = (xi 4+ yj + zk) ? Efter deformationen kommer dess plats att vara
r' = xx' + yy' + 22/, och forflyttningen (“displacement”) u (samma som i ekvation (1))

ur) =r' —r=ax —i) +y@y —j) + 2(2 — k)
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som genom insattning i 12 blir
u(r) = (Te€zz + Yeyo + 2€22)1 + (Teay + Yeyy + 2€2y)j + (T€uz + Yey: + z€22)k
som kan ocksa skrivas i en mer allman form
u(r) = uz(r)i+ uy(r)j + u.(r)k

Har ser vi alltsd att deformationfiltet w(r) kan skrivas med hjilp av enkla transformationer av
koordinataxlarna som beskrivs av koefficienterna €. Vidare ser man genast att
OU Ouy

€xx — y  Cxy =
Ox Ox

OoSv.

Dessa ekvationer galler for ovrigt som forsta approximation ocksa for icke-likformiga distortioner av
rymden.

Nu kan man igen definiera koefficienter e, pa basen av koefficienterna e. Koefficienterna med
samma index ar helt enkelt

—_ 8um .

Ouy ou,
Cxx — €xax — — ; —

Cyy = €y = — €y = €5, =
) vy yy ) zZz zz
Ox oy 0z

(13)

och koefficienter med olika index definieras s3 att de beror pd andringen av vinkeln mellan
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koordinataxlarna

b Ou,  Ouy
Coy = X'yﬁeyac—FEwy:@y—i—aa:
ou ou.,

€yz = y’-z/§62y+eyz:8—;+ 5y (14)
ro ou, Ou,
€re = Z X T €yt €y = By + Y

Jamforelse med ekvationerna for e ovan visar att dessa definitioner faktiskt ar helt samma.

|.o.m. att andringarna i koordinataxlarna ar sma, galler

ery = X -y = |X||y'|cosd =~ 1+ 2€,.4/1 + 2¢,, cos
~ (14 €zz)(1+ €yy)cosl = (14 €35 + €y) cos O

dir alla termer av ordningen €* limnats bort omedelbart.

Nu ser vi vad sambandet med koefficienterna €, € och e ar. For koefficienterna med samma index
galler helt enkelt

€Caa — €aa — €Caa — €En
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medan for koefficienterna med olika index galler

€ap + €Ba — 25045 = €aB = €n

dar indexet n bestams av villkoren (10).

For att notationens-konfusionen skulle vara fullstandig, anvander en del kallor € nar de menar e
som ar definierat har, osv. Om man arbetar med dessa borde man darfor alltid definiera sin notation
| borjan pd nagot entydigt satt !

Alla dessa index kallas “strain” pa engelska, pa svenska kan man kalla dem spannings-komponenter
eller tojnings-komponenter.

Men har kommer vi i fortsattningen att anvanda framst ingenjorsnotationen med C;; och e;;.

Nu kan vi ocksa latt berdkna hur en transformation av gittret andrar pa volymen. Efter deformationen
blir volymen

V' =V(x'  y x2) 8 V(1 + e + ey + €22)) (15)

dir vi igen I3mna bort termer O(e?), och volymférandringen, dilatationen,

V-V
I V4

o

~ erx + Eyy + €.
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Sambandet med tryck ar nu latt att harleda. Enligt termodynamikens andra grundlag ar
dEl =TdS — PdV

Vid T = 0 géller alltsd dEE = — PdV . Detta ar alltsd ekvationen for gaser, och P ar en skalar som
kallas hydrostatiskt tryck. For gitter arbetar man dock med ett generaliserat tryck i tensorform som
ofta betecknas o;; och kallas “stress” pa engelska. Det kunde kallas pafrestning eller belastning
pa svenska men vi anvander helt enkelt tryck. Med “stress” menas det yttre arbete som gors pa
ett system, och dess komponenter har motsatt tecken till det inre trycket i systemet. Notera att
detta leder ocksa till att det ar fullt mojligt att ha negativa tryck inom materialfysiken, i motsats
till klassisk termodynamik for gaser dar tryck ar alltid positiva.

Energiekvationens generalisering blir nu
dU/V = Z aijdeij
]
dar U/V ar energitatheten i systemet. Jimforelse med ekv. (8) visar nu att
Oij — Z Cijkl€kl (16)
ki
Denna lag som vi harlett sager alltsd att trycket har ett linjart beroende pa tojningen, och kallas

ocksa Hookes lag.
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(Lagen var ursprungligen var inte precis given i denna tensorform: Hooke sjilv levde p&d 1600-talet
och framforde lagen i formen ut tensio sic vis).

Komponenterna i tryck-tensorn o har en klar geometrisk tolkning. De ar helt enkelt en kraft
per enhetsarea som paverkar ett ratvinkligt block av ett material som ar arrangerat langs med
koordinataxlarna

T.ex. 011 = X, ar en kraft/area i X-riktningen som verkar pad x-sidan, o12 = X, en kraft/area
i X-riktningen som verkar pd y-sidan osv. Den stora bokstaven betecknar alltid kraftens riktning,
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den lilla sidan den verkar pa. Storheterna har enheter av kraft/area eller energi/volym, allts3
tryck-enheter.

Det existerar alltsd nio av dessa kraft-komponenter. Men for att kroppen skall hallas i statiskt
jamvikt, kan skjuvningskomponenterna inte vara oberoende. Betrakta t.ex. féljande fall:

Nu maste Y, = X, ty annars hamnar blocket | en rotation. Pd motsvarande satt galler Y, = Z,
och Z, = X,. De kvarvarande sex komponenterna kan viljas vara t.ex. X, Y,, Z., Y., Z, och

X,
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Nu kan man skriva om ekvationen (16) i ingenjorsnotation sd att

o11 Xy Cii Ci2 Ciz Cis Ci5 Cis Crx
(022\ (Yy\ (012 Co Caz Cay Coys 026\ /eyy\

033 Z, Ciz Chz C33 Csi C35 Csg €z
023 Y. Cia Co Cszq Cy Cus Cys €yz
Cas C35 Css Css Cse

031 Zi Cis €
012) \Xy) \016 Co C36 Cas Cse C66) \exy)

Har har vi anvant oss av det faktumet att de sjalvstandiga elastiska konstanterna C' ar hogst 21 till
antalet och skrivit t.ex. C4 i staller for C}y;.
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5.1.3. Ytterligare reducering av antalet elastiska moduler

Hittills har var harledning gallt for alla Bravais-gitter. Om man nu dessutom betraktar symmetrier
hos ett specifikt gitter, kan man reducera antalet ytterligare.

T.ex. for kubiska system pastar vi att energins (11) tathet U; kan skrivas enbart med

Ut — %Cll(eix + eiy + eiz) + %644(61242/ + eix + e?zy) + 012(€yyezz + €22€xx + emmeyy) (18)

dvs. att termer som innehaller

(eazacea:y + - '); (eyzezaz + - '); (eacazeyz + - ');

inte forekommer. Detta kan visas genom att betrakta rotationer av gittret runt de fyra < 111 >-
axlarna sd att koordinat-axlarna byts:
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Lite omtanke visar att detta ar ekvivalent med féljande permuteringar av koordinat-axlarna:

T —>Yy — 2z

—r =z — —Y — —T
T — 2= =Y —>T
—r =Y >z —T

Dessa permuteringar andrar ocksa tecken pa tojningsskomponenterna, t.ex. e; —, = —e,,. Uppen-
bart dr nu energitatheten (18) invariant vid transformationerna. Daremot kan tecknet pa termer av
typen e,,e,, andras vid transformationen, vilket kan komma att andra pa energin. Darmed kan
dessa termer inte férekomma, och alltsd maste dartillhérande elastiska moduler vara = 0.
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Genom insattning i energitdthetens ekvation (11) kan man forvissa sig om att de numeriska
faktorerna ocksa ar ratt.

Alltsd behdver vi bara tre (!) elastiska moduler C11, Ci2 och Cyy for att fullstindigt
beskriva de elastiska egenskaperna for kubiska system !

Detta ar en ganska dramatiskt framgang om man tanker pd att vi borjade med 81 moéjliga index.
Genom att betrakta liknande transformationer kan man reducera antalet elastiska moduler for andra

Bravais-gitter. Har foljer en tabell 6ver antalet moduler som behovs:

Table 22.1
NUMBER OF INDEPENDENT ELASTIC CONSTANTS

CRYSTAL SYSTEM POINT GROUPS ELASTIC CONSTANTS

Triclinic all 21
Monoclinic all 13
Orthorhombic all 9
Tetragonal Cp, Cy Sy 7

Cavs Day Dap, Dy 6
Rhombohedral Cy, 8, 7

Csp. D3, Dy, 6
Hexagonal all 5
Cubic all 3

De elastiska konstanterna kan i princip harledas om man kanner till vaxelverkningarna mellan
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atomer. Men de kan ocksd matas direkt genom ultraljudsmatningar (de har ett ndra samband med
gittervibrationer, som behandlas senare pa kursen).
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5.2. Elastiska egenskaper for kubiska gitter

Hadanefter betraktar vi enbart kubiska system. For dessa kan alltsd samband mellan yttre tryck och
tojning skrivas pa foljande satt:

Xy Cin Ciz2 Ci2 O 0 0 €z
( Yy \ 012 011 012 0 0 0 \ / eyy\
Z. | | Ci2 Ci2 Cii O 0 0 €.z (19)
Yz o 0 0 0 044 0 0 €yz
Z., o 0O 0 o0 C 0 €.a
\Xy ) \ 0) 0 0 0 614 C44) \ Exy

Vi harleder nu ndgra makroskopiska hardhets-egenskaper utgdende frdn dessa mikroskopiska defini-
tioner.

Det enklaste mattet pd ett materials elastiska hdrdhet dr bulkmodulen B, som helt enkelt berattar
hur mycket volymen pad ett material andras om man trycker ihop det med ett hydrostatiskt yttre
tryck P. Den definieras som

dP

dV

Inversen pa bulkmodulen K = 1/ B kallas kompressibilitet.

B=-V
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Ett konstant positivt yttre tryck motsvarar fallet X, = Y, = Z, = —dP, som leder till en
storleksforandring e, = ey, = e,.. Alla skjuvningskomponenter X, e, etc. ar nu noll. Alltsa fas

dP = — X, = —(Chii1ezs + Ci2€zz + Cr2€22) = —(Ch1 + 2C12) €8s

Volymférandringen vid en transformation ar nu (se ekv. 15)

AV = V(egs + €eyy + €:2) = €5,V

Alltsa fas

V—(Cu + 2C12)€ers
3e,.V

1
B = — = 5(011 + 2C9)

Notera att B inte alls beror pd Cyy. Detta har sin forklaring i att C'yy ar ett matt pa skjuvning
(vridning) av en kristall, och en jamn ihoppressning leder ju inte till ndgon skjuvning..

Alltsd har vi pd detta satt visat att utgaende fran rent mikroskopiska begrepp kan man harleda fasta
amnens makroskopiska transformationsegenskaper.

Har dr en tabell pd ndgra experimentella elastiska konstanter for grundamnen:
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R
Stiffness constants,
in 10'% dyne/cm?® (10*! N/m?%

Crystal Ciy Cps Cyy Temperature, K Density, gfem®
e T R S R B R
w 5.326 2.049 1.631 0 19.317
5.233 2.045 1.607 300 —
Ta 2.663 1.582 0.874 0 16.696
2.609 1.574 0.818 300 —
Cu 1.762 1.249 0.818 0 5.018
1.654 1.214 0.754 300 —
Ag 1.315 0.973 0.511 0 10.635
1.240 0.937 0.461 300 —
Au 2.016 1.697 0.454 0 15.488
1.923 1.631 0.420 300 —
Al 1.143 0.619 0.316 0 2.733
1.068 0.607 0.282 300 —
K 0.0416 0.0341 0.0286 4
0.0370 0.0314 0.0188 295
Pb 0.553 0.454 0.194 0 11.599
0.495 0.423 0.149 300 —
Ni 2.612 1.508 1.317 0 8.968
2.508 1.500 1.235 300 —
Pd 2.341 1.761 0.712 0 12.132
2.271 1.761 0.717 300 —

For att gora en uppskattning pa storleksordningen av den elastiska kompressionen, 13t oss berdkna
hur mycket perfekt koppar skulle pressas ihop av ett tryck pd 1 kbar. Med vardena i tabellen fds B =
1.42x 10" N/m? = 1420 kbar. Nu fas dV/V = —dP/B = 0.0007 = 0.07%. Kompressibiliteten
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ar alltsd ganska sa liten, vilket ju inte dr overraskande da den vardagliga erfarenheten ju klart sager
att metaller inte gar att pressa ihop mycket.

Tva andra viktiga matt for materials hardhet iar Youngs modul Y och Poissons kvot p. Young's

modul kallas ocksa ibland vilseledande den elastiska modulen E eller skjuvningsmodulen ( “shear
modulus™).

Dessa definieras pad féljande satt. Betrakta ett fritt block av material, som dras ut med ett tryck
X, medan alla andra tryck-komponenter ar = 0.

oo | + 4! ——
A
e
| |
| ! !

-— r !
| >
‘ 1
Tension «— | | > wW—0w w
| |
-~ | | e
I ]
A - (
e J |
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och Poissons kvot som
dw /w y
- =, — —€ Exx
SERFTNT vy

Genom insdttning i ekv. 19 kan man visa att for kubiska kristaller galler (jfr. raknedvningen) for
téjning langs med en (100)-riktning:

Ci11 — Cia
Y = (C 2C
(Ch1 + 12)011 T
och
b= Ch2
Ci1+ Ci2

Notera att dessa ar de mikroskopiska definitionerna pa Young's modul. De ar inte nédvandigtvis
alls samma varden som kan erhdllas med en makroskopisk matning, och dessutom beror de pa

kristallriktning (dessa ekvationer antar implicit att man betraktar en kubisk kristall och drar den ut
i 100-riktning).

For berakningar om Youngs modul i andra kristallriktingar, se [Heino et al, Europhys. Lett. 41 (1998) 273].

Fran tabellen ovan kan man rakna ut Young's modul for nagra vanliga metaller. Har ges ocksa varden
for jamforelses skull for diamant, kolnanordr och grafen (de tva sistndmnda dr dnnu inte kdnda med
hog noggranhet, olika matningar ger avvikande varden, som dock ar av samma storleksordning som
de i tabellen).
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Amne Y (GPa)

W 408

Cu 72.5

Ni 150.8

Au 46.5

K 1.1

Diamant 1040

Grafen upp till ~ 2400 har rapporterats [Lee et al, Nano Lett. 12 (2012) 4444]
Kolnanoror | upp till ~ 1800 har rapporterats [Treacy et al, Nature 381 (1996) 678]

Diamant ar faktiskt ur denna synvinkelsitt det hardaste materialet som finns — men samtidigt ar
det mycket skort, vilket begransar dess nyttighet i praktiska tillampningar!

Daremot ar grafen och kolnanordr inte skora, vilket gor dem mycket intressanta for mekaniska
tillampningar — om man bara kunde oversiatta den hoga mekaniska styrkan fran enskilda atomlager
till makroskopisk skala...
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5.2.1. Isotropiska material

[Hirth and Lothe]

Fran beskrivningen ovan ar det klart att kristallens inre orientation kan paverka dess elastiska
egenskaper. Ett viktigt specialfall ar dock det dar sd inte ar fallet, alltsd d& de elastiska egenskaperna
ar oberoende av riktning. Sadana material kallas isotropiska material.

For att se vad detta innebar for de elastiska konstanterna, betrakta en expansion av £ — axeln
utan skjuvning eller modifikation av de 6vriga axlarna. For enkelhets skull gor vi detta for ett kubiskt
system. Vi anvdnder nu indexena £, som gar att transformera, men for vilka ekv. (19) galler pd
samma satt som for e pga. den kubiska symmetrin. Alltsd ar €., > 0 och alla andra ¢ = 0 .
Insattning i ekv. 17 ger

o111 = Chi€zs (20)

o022 = o033 = Cl26, = —011 (21)
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Betrakta nu en rotation av 45° runt z-axeln, som har en transformations-matris

1 L 0
0 0 1

Man kan visa att en rotation omvandlar € och o enligt formeln

/ : :
lm

och motsvarande. for o. Darmed fas t.ex.

I _ 1
ggcy — T11T21€xx — _§€:caz

(i.0.m. att alla andra termer utom e,, ar 0 blir bara detta kvar) och
/
o1y = TiiToro11 + T12T22092 = —3011 + 5022

Men nu om vi betraktar den sista raden i ekv. (19) for det roterade koordinatsystemet, ser vi att
/ /
och genom sammanslagning av de tva senaste ekvationerna med ekv. (20) fas
204 = C11 — Cy2 (22)
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Detta ar alltsd villkoret for att ett kubiskt material ar isotropiskt. l.o.m. att ett isotropiskt
material inte beror pa gitterriktningar, kan man ocksa for ovriga symmetrier visa att de oberoende
gitterkonstanternas antal faktiskt reduceras till bara 2.

Alltsd har vi nu for isotropiska material reducerat antalet behovliga elastiska konstanter ytterligare,
till 2. Langre ner an det kan man inte komma for fasta amnen.

For icke-isotropiska material beskrivs graden av anisotropi ( “anisotropy ratio”) A som

2C 4

A =
C11 — Chz

som ar alltsd = 1 for isotropiska material. Har ar ndgra varden pd A [Hirth-Lothe s. 837]:

Al 1.21
Cr 0.67
Cu 3.21
Au 2.9

W 1.00
C (diamant) 1.21
Si 1.56
Ge 6.35

F& grunddmnen ar alltsa isotropiska: ndgra av de fa exemplen dr W och (nadstan) Al. Men isotropiska
amnen ar anda extremt viktiga inom ingenjorsvetenskapen i.o.m. att mangkristallina amnen, vilket ju
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metaller oftast ar i praktiken, ar ndstan perfekt isotropiska p.g.a. den slumpmassiga orientationen av
kristallkornen. Darfor ar beskrivning av isotropiska material mycket viktig i praktiskt byggnaddsarbete
och val av material. For deras beskrivning anvands ocksa oftast i stallet for de elastiska modulerna
C helt enkelt Youngs modul Y och Poissons forhdllande p, som alltsd nu racker for fullstandig

beskrivning av materialets linjara elastiska egenskaper.

Youngs modul Y och Poissons forhallande p ar ocksad latta att mata genom att makroskopiskt dra
ut eller pressa ihop ett material och mata dess langd- resp. bredd-férandring.

Extensometer

-

Specimen

Moving
l crosshead
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5.3. Vatskor

Nu har vi alltsd kommit ner frdn 21 oberoende elastiska moduler till bara 2, genom att kontinuerligt
forenkla strukturen i materialet. En logisk nasta fradga ar att vilken forenkling skall man goéra for att
komma ner fran 2 till 17

Svaret ar att man skall gora materialet till en vatska! Definition pd en vatska ar i sjalva verket att
det ar ett kondenserat amne dar man inte kan mata en skjuvmodul, alltsa t.ex. Y. Da ar den enda
kvarvarande elastiska modulen hur mycket vatskans volym kan kompresseras vid yttre tryck, dvs.

bulkmodulen B!

Den exakta definitionen for en vatska innehdller i sjalva verket ett numeriskt gransvarde for en
skjuvnings-effekt, som siger att ett fast Zmne ir ett material vars skjuvviskositet ar stérre dn 1014
poise.
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5.4. Plasticitet och hardhet
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5.4.1. Plasticitet

Hittills har vi hela tiden antagit att den harmoniska approximationen galler, och sett att det
leder till ett enkelt linjart forhallande mellan en yttre kraft pa ett material och dess deformation.
Fran vardaglig erfarenhet vet vi dock val att detta forhadllande inte kan halla for godtyckligt stora
deformationer: for eller senare gar materialet sonder.

Men redan fére ett material gdr sonder kan man skilja pd olika beteende-omraden. Det elastiska
omradet (av vilket den linjira delen som beskrevs ovan ar den forsta) kdnnetecknas av att
deformationer inte ar bestdende, utan att om man upphor att pdverka pd materialet med en kraft,
aterstaller den sig i sitt ursprungliga lage.

Med plasticitet menas sddana transformationer av material som leder till en bestdende andring i
dess form efter att man slutat deformera det. Har ar det alltsd frdga om en sorts hysteresis-effekt.
Att man deformerar materialet sd starkt att det ursprungliga laget inte dterstalls betyder dock inte
nodvandigtvis annu att det gar sonder: materialets egenskaper pd atomniva kan andras fore den gar
slutgiltigt sonder.

Skillnaden mellan elastiskt och plastiskt beteende syns tydligt i s.k. stress-strain-kurvor, t.ex.
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Elastic , Plastic

Stress

/
_)_‘ L—0.00Z Strain

frv)

Tva storheter som anvands for att beteckna denna praktiska hardhet ar flytgransen “yield strength”.
Den bestams genom som punkten dar trycket har latt till en forflyttning av 0.002 i t6jningen fran
slutet pa det elastiska omradet (se bilden ovan). En annan viktig storhet dr den draghallfastheten
(“tensile strength” ), som &r helt enkelt punkten dar téjningen borjar minska i ett utdragningstest:
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Stress

Strain

Har ar en tabell 6ver ndgra vanliga metallers flytgranser och tensila styrkor:
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TABLE 6.2 Typical Mechanical Properties of Several Metals in an Annealed
State, and of Commercial Purity

Metal [psi (MPa)] [psi (MPa)] (in 2 in.)
e e ———————————ee e ————————————————————————————————
Gold Nil 19,000 (130) 45
Aluminum 4,000 (28) 10,000 (69) 45
Copper 10,000 (69) 29,000 (200) 45
Iron 19,000 (130) 38,000 (262) 45
Nickel 20,000 (138) 70,000 (480) 40
Titanium 35,000 (240) 48,000 (330) 30
Molybdenum 82,000 (565) 95,000 (655) 35

Yield Strength

Tensile Strength

Ductility, %EL

Det maste dock betonas att dessa varden varierar starkt inom samma material beroende pa hur den
har tillverkats. En massa faktorer: kornstorlek, dislokationstathet, orenhetsgrad, tom. hur metallen
har processerats, kan inverka med mer an en storleksordning pa dess makroskopiska styrka! Dessa
beroenden ar i allmanhet inte val kdnda eller forstadda.

Ett undantag ar dock beroendet av flytgransen o, pa kornstorlek. For den galler, for en metall som

Fasta tillstandets fysik, Kai Nordlund 2015 44 4 P PP X 42



annars har liknande egenskaper, den empiriskt erhadllna Hall-Petch-lagen som sager att

k
oy = oo+ \/—yg (23)

dar d ar kornstorleken i medeltal, och o och k, materialkonstanter som bér bestammas.

Fran ekvationen ser man att desto mindre kornstorlek, desto hardare blir materialet. Detta ar
orsaken till att nanokristallina material ar av stort intresse: bara med att minska pa kornstorleken,
kan man oka pa hardheten. Experiment och datorsimuleringar visar att detta kan lyckas ner till
storlekar d ~ 10 nm.

Experimentellt har man kunnat visa att koppar med en kornstorlek d = 23 nm kan ha en flytgrans
pa ung. 770 MPa, alltsad faktiskt en storleksordning battre dn vardet i tabellen ovan. [Youssef, Appl. Phys.
Lett. 85 (2004) 929].

For mindre kornstorlekar an 10 nm blir materialet igen mjukare. [Koch and Narayan, MRS Proceedings 634 (2001)
B5.1.1]

Fasta tillstandets fysik, Kai Nordlund 2015 4dqd 4 PP X 43



5.4.2. Skjuvning (“slip”) och elastisk hardhet

Om man tillampar ett skjuvningstryck (“shear”) pa ett enhetskristallint material, och kanner till
atomstrukturen i den, kunde man tanka sig att skjuvningen sker dd atomplanen borjar glida bredvid
varandra. Denna process, som kallas “slip” pa engelska, och egentligen skjuvning pa svenska, gar
bra att observera och ser ut ungefar pad foljande satt:

Glidningen sker faktiskt i riktningen av kristallplan, s& man kunde val tanka sig att det sker genom
att plan glider bredvid varandra. En analys av de vanligaste gittrena visar att glidning kan bast
ske langs med vissa kristallplan (skjuvningsplan) i vissa kristallriktningar (skjuvningsriktning). |
tabellen har visas dessa riktningar och deras antal i FCC- och BCC-metaller. En kombination av
planet och riktningen kallas ett skjuvningssystem och betecknas t.ex. {111}(110).
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TABLE 7.1 Slip Systems for Face-Centered Cubic, Body-Centered
Cubic, and Hexagonal Close-Packed Metals

Number of
Metals Siip Plane Slip Direction Slip Systems
Face-Centered Cubic
Cu, Al, Ni, Ag, Au {111} (110) 12
Body-Centered Cubic
a-Fe, W, Mo {110} (111 12
a-Fe, W {211} (111) 12
a-Fe, K {321} (111) 24
Hexagonal Close-Packed
Cd, Zn, Mg, Ti, Be {0001} (1120) 3
Ti, Mg, Zr {1010} (1120) 3
Ti, Mg {1011} {(1120) 6

Lat oss uppskatta vad trycket for att detta sker kunde vara. Betrakta foljande situation, dar
atomerna i det ovre planet forflyttas med avseende pa det lagre:
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(b)

Displacement, x

Shear

For sma forflyttningar x ar nu trycket o proportionell mot
o= Gx/d

dar d ar avstandet mellan planena och G dr ndgon skjuvningsmodul ( “shear modulus™), t.ex. Clyy.
Nar forflyttningen har skett over hela avstdndet a, maste energin vara tillbaks i sitt ursprungliga
lage. Alltsd kan energin skrivas som ndgon periodisk funktion. Vi viljer t.ex. en sin-funktion, och
genom att stélla villkoret att o(x) = Ga/d for smad x fas

Ga (27ra:)
o= sin | ——
27d a

(genom att gora approximationen sin x = x ser man att detta faktiskt reduceras till Gz /d for
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sma x). Maximi-skjuvnings-trycket o. som kravs for att forflytta atomer ar nu

B Ga
- 27d

som ifall @ =~ d ar helt enkelt ~ G/6. Denna styrka av kristallen att motstd sonderbrytning kallas
dess teoretiska styrka. En noggrannare analys ger en lite noggrannare uppskattning pd G /30.

Nar man i borjan av forra seklet larde kdanna kristall-strukturer, gjordes en liknande uppskattning
som ovan snabbt. Nar man sedan matte kristallers styrka, fick man svar av samma storleksordning,
och var nojd och glad. For en stund.

Nir man sedan namligen borjade tillverka battre och battre makroskopiska enhetskristaller, foll
vardena stadigt, och blev till slut 1-3 stoleksordningar mindre an de teoretiska vardena! Detta ar
ocksa ungefar nivan dar de typiskt ligger annu idag. Har ar nagra exempel:
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Table 1 Comparison of shear modulus and elastic limit

Shear modulus G, Elastic limit o,
in dyn/cm?® in dyn/em?®

1.9 x 10" 1.3 X 107 15,000

Sn, single crystal

Ag, single crystal 2.8 x 101 6 x 10° 45,000
Al, single crystal 2.5 x 101 4 x 10° 60,000
Al, pure, polycrystal 2.5 x 10 2.6 x 10° 900
Al, commercial drawn ~2.5 x 101 9.9 x 108 250
Duralumin ~2.5 x 10! 3.6 x 10° 70
Fe, soft, polycrystal 7.7 X 101 1.5 x 10° 500
Heat-treated carbon steel ~8 x 10! 6.5 x 10° 120
Nickel-chrome steel ~8 x 101 1.2 x 10 65

Detta var for ett stort problem i materialfysiken, dnda tills tre forskare ar 1934 (Orowan, Polanyi
och Taylor) oberoende av varann uppfann dislokationen for att beskriva det underliga beteendet.

Forklaringen till att metaller bryts sonder mycket tidigare an kristallstrukturen skulle forutsatta ligger
i att de alltid har ndgot antal dislokationer i sig. Som vi sdg tidigare pd kursen, kan dislokationer
rora sig latt i kristallen:
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Detta gor kristallen mycket mjuk och deformerbar, och darmed ocksa |att att dra sonder. Detta ar
grundorsaken till att metaller som koppar, silver och speciellt guld ar mjuka och latta att bearbeta:
I FCC-strukturen ar det speciellt enkelt att 1dta atomplan glida bredvid varann, och alltsd finns det
utrymme for mycket dislokationsaktivitet. Det hjilper inte heller nédvandigtvis att férsoka sanka
antalet dislokationer, for under deformation kan speciella killor skapa nya dislokationer kontinuerligt:
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Men i kristaller av dalig kvalitet (som i de frdn bérjan av forra seklet) finns det en massa orenheter.
Dessa har egenskapen att stoppa (“pin down") dislokationernas rérelse varmed sa att de inte kan
leda till deformation, varmed kristallen igen blir hdrd i elastisk bemarkelse. Har ar dislokationer i
MnQO som har stoppats av orenheter:
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Ett specialfall av kristaller som ar av s3 hog kvalitet att man faktiskt uppmatt en hardhet med
brytning som ar ungefar den teoretiska styrkan ar s.k. whiskers, som ar perfekta, harliknande
kristaller som vaxer runt en enda skruv-dislokation. Med undantag av denna skruvdislokation, som
inte kan orsaka glidning av atomer under pafrestning, ar “whiskers” i praktiken dislokationsfria, och
kan alltsa ha en styrka som motsvarar den teoretiska.
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5.4.3. Mekanisk hardhet

Har ar det dock skl att papeka om att hardhet ar ett mangtydigt begrepp. Om man forscker dra
sonder en kristall, som i bilden ovan, ar det det elastiska och plastiska beteendet som dominerar.
Men ett material som dr mycket stark elastiskt, kan dock samtidigt vara mycket spréd (skor). Med
sprodhet menas att ett material far 1att sonder om man introducerar den minsta lilla spricka eller
tojning ndgonstans, varifrdn den kan brytas sonder genom en katastrof-liknande rérelse framat av
sprickan. Motsatsen till sprodhet dr duktilitet (tdnjbarhet), eng. “ductility”. Pa en stress-strain-
kurva ser skillnaden mellan sproda och tanjbara material ut pa féljande satt:

Brittle, B
Ductile

Stress

Strain

Perfekta kristaller ar oftast mycket sproda, iom. att de inte har dislokationer eller andra orenheter
som kunde stoppa en spricka fradn att fortplanta sig. Detta forklarar varfor t.ex. diamant och andra
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ddelstenar (som har nastan ingen dislokationsaktivitet) ar |atta att sprécka sonder trots att de har
extremt stor elastisk hardhet.

Bland metaller ar BCC- och FCC-metaller, som har ett stort antal aktiva skjuvningsystem, ar ocksa
oftast ganska duktila, medan HCP-metaller, som oftast har relativt fa, ar ganska sproda.

Material med mycket hog dislokationstathet ar ocksa sproda, darfor att ett stort antal dislokationer
kommer oundvikligen att korsa varandra och darmed stoppa varandra, och kan ocksa brytas sonder
katastrofalt. Detta ar t.ex. vad som hander nidr man vander pd ett gem eller en sked av och an
tillrackligt lange sa att det bryts: man skapar dislokationer inne i den anda tills de stoppar varandras
rorelse, varvid objektet brister.

For att testa praktisk (pseudo-)elastisk hardhet anviander man framst olika indentations-test. Det
enklaste testet gar ut pa att helt enkelt testa vilket material kan skrapa ett annat, och ordna de
efter detta. Modernare och lite mer exakta test ar s.k. indentations-test, dar man med vald forsoker
pressa in ett prov i ett annat, och mater omradet eller djupet i vilket materialet har pressats in. Vi
gar inte in pd dessa desto vidare, men for att ge en ytlig bild av hur det gors ar har en lista av
vanliga hardhetstest:
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TABLE 6.4 Hardness Testing Techniques

Shape of Indentation

Formula for

Test Indenter Side View Top View Load Hardness Number®
Brinell 10-mm sphere _ 2P
of steel or —>‘ r_ _4? P HB = #D[D — VD = 7]
tungsten carbide
Vickers Diamond P HV = 1.854P/d3
microhardness pyramid
Knoop Diamond b r HK = 14.2P/]2
microhardness pyramid e e -L
I/b=7.11 ! z~>—J
b/t =4.00
Rockwell and Diamond 120° 60 kg)
Superficial cone 100 kg t Rockwell
Rockwell 16, &, 1, 5 In. 150 kg
diameter - 15 kg
steel spheres 30 kg ; Superficial Rockwell
45 kg

“ For the hardness formulas given, P (the applied load) is in kg, while D, d, d,, and [ are all in mm.

Source: Adapted from H. W. Hayden, W. G. Moffatt, and J. Wulff, The Structure and Properties of Materials, Vol. 111, Mechanical Behavior. Copyright © 1965 by
John Wiley & Sons, New York. Reprinted by permission of John Wiley & Sons, Inc.
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|dealiska relativt mjuka material som gar att processera latt ar darfor just metaller av god renhetsgrad
som har en relativt lagg dislokationstathet och hog dislokationsaktivitet. Materialtillverkningen gar i
mycket ut just pa att spela med elastiskt harda vs. sproda material. T.ex. ar ett bra satt att tillverka
en kniv att i dess mitt ha ett material med hog dislokationstathet och/eller mycket orenheter, som
darmed ar mycket hart och vasst. Men samtidigt ar det ocksd sprott, s man vill omge det med
renare, mjukare material som hindrar kniven fran ett brista sonder.
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5.5. Oversikt 6ver materials hardhet

Till slut for detta kapitel ges 3 grafer som sammanfattar materialklassers hdrdhet som funktion av 2

parametrar i taget. Grafernas kalla: [M. F. Ashby, Acta Metall. 37 (1989) 1273]. Kolnanordrens data (CNT) har
satts in av Doc. Antti Kuronen (HU).

Bilderna ges framst for allmanbildning, detaljerade innehdllet ar inte centralt for denna kurs.
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Vad har du atminstone lart dig i detta kapitel?

e Du kanner till begreppen stress = tryck och strain = spanning, linjar elasticitet, plasticitet,
skjuv, hydrostatiskt tryck och isotropi.

e Du kanner till tensor- och ingenjorsnotationen for elasticitet och hur de hanger ihop

e Du kan rakna med ingenjorsnotationen for tryck, tojning inom linjar elasticitet. Du minns
utantill elasticitetstensorn for kubiska kristaller.

e Du kanner till definitionerna pd och kan rakna med Youngs modul och Poissons kvot.

e Du vet hur man kommer ner frdn 21 oberoende elastiska konstanter till 1.

e Du kanner till begreppen plasticitet, skjuvningplan, teoretisk styrka, whisker, sprodhet
och duktilitet.

e Du vet att ordet “hardhet” inte ar entydigt definierat vetenskapligt.
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