2. Rontgendiffraktion

Hur vet man da allt som beskrivits tidigare om kristallers struktur??

Nastan all information har ursprungligen harletts med rontgendiffraktion. Elektron- och neutrondiff-
raktion kan ocksd anvandas for att mata gitterstrukturer, men rontgendiffraktion ar helt klar den
basta metoden i flesta fall.

Sedan 1950-talet har det ocksa varit mojligt att observera kristallstrukturer direkt:

- P& 1950-talet uppfanns faltjonmikroskopen (Field lon Microscope, FIM) med vilka man kunde
observera kristallstrukturen i tunga hdrda metaller som W och Pt direkt.

Fasta tillstandets fysik, Kai Nordlund 2015 4qd 4P P X 1



+
NN

k\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\k

Phosphor
screen

http://www-fim.materials.ox.ac.uk/techniques.html

- P3 1970-talet ungefar blev transmissions-elektronmikroskop (TEM) sd bra att man kunde observera
kristallstruktur i tunna filmer i ett stort antal material med tunga atomer direkt. P& 1990-talet
forbattrades mikroskopen ytterligare med sd kallad “aberration correction” som mojliggor direkt
observation av ocksa latta atomer.

Exempel pd TEM-bild, Au-nanoclustrar som pressas ut ur fullerenlager:
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[L. Sun, A. V. Krasheninnikov, T. Ahlgren, K. Nordlund, and F. Banhart, Phys. Rev. Lett. 101, 156101 (2008)]
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- Ar 1983 uppfanns det “Scanning tunneling microscope”, STM, med vilket man kan observera
atomer pd ledande ytor direkt (se bilden pa forsta sidan av kursens anteckningar):

. ' 5 D008 prydly ‘ ' !
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Men (rontgen)diffraktion dr och forblir den primdra metoden for att bestdmma materials strukturer,
och det ar helt centralt att forstd dess princip.

Den grundlaggande iden for rontgendiffraktion kan formuleras pad tva ekvivalent satt.

| bdde formuleringarna betraktar man rontgenstrdlar som sprids elastiskt fran atomer i ett gitter,
dvs. att rontgenkvantumen inte forlorar energi i spridningen. D3 fotonens energi E = hc/\ har
de alltsa ocksa samma vaglangd. Likasd antar man att under hela matningsprocessen sprids varje
rontgenstrale bara en gang. Bada ar mycket goda approximationer for réntgenstralar. (Daremot inte
nodvandigtvis for elektroner).
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2.1. Bragg’s formulering

Den forsta formulationen ges av Braggs lag.

Betrakta ett gitter av punkter, och anta att rontgenstralar reflekteras fran en viss grupp av plan i
gittret.

Har antar man att diffraktionen av den inkommande vigen sker spekuldrt, dvs. med samma
inkommande och utgdende vinkel.
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Betrakta de tva vagorna (6vre och nedre) i bilden. Villkoret for att konstruktiv interferens sker ar
att antalet vaglangder A maste vara ett heltal n gdnger den extra vagen som den nedre vagen ror

Sig.

Den extra vagen ar helt enkelt 2 X dsin 0, dar d ar avstdndet mellan gitterplanen. Alltsd fas
villkoret

nA = 2dsin 6 (1)

Detta betyder i praktiken att om man belyser en enhetskristall ur en vinkel 6 i férhallande till
gitterplan i kristallen, kommer de reflekterade strdlarna att producera pikar i ett spektrum av
inkommande 'vitt’ rontgenljus vid vaglangderna A. Dessa pikar kallas Bragg-pikar.

Alternativt, om man belyser en kristall med rontgenljus med en fixerad vaglangd A, kommer man
att observera reflektion av stralarna bara vid vissa vinklar 6.

Det ar viktigt att inse att det finns ett oandligt antal gitterplan i en kristall:
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Alltsd kommer olika geometriska konstruktioner vid ett rontgenexperiment att kunna ge olika
Bragg-pikar.

Denna harledning har dock ett konceptuellt problem: da rontgenstralarna i sjdlva verket sprids fran
enskilda atomer, hur “vet” de var gitterplanen ligger? Von Laue’s harledning kringgar detta problem.
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2.2. von Laue’s formulering och det reciproka gittret

Den alternativa formuleringen presenterades av von Laue, och dr mer attraktiv i det att man inte

behover betrakta gitterplan, eller anta spekular reflektion.

Har betraktar man endast tva godtyckliga punkter (atomer) i gittret:

dcosf' =-d.n’

Vagor med vektorerna k kommer in i riktningen n och reflekteras fran de tvd atomerna, och gar ut
i en godtycklig riktning n' med vigvektorn k'. For vagvektorerna giller per definition k = 27rn/\.
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Fran bilden ser man trivialt att den extra vagen som den lagre vagen ror sig ar

dcosf +dcosf =d- (h— 1

Enligt samma argument som i Bragg's formulering, maste denna vag ha ett heltal viglangder for
att konstruktiv interferens skall kunna ske. Alltsd fas kriteriet

dar m ar ett godtyckligt heltal. Multiplicering av bada sidorna med 27 /A ger

d-(k—k)=2mm

Om vi nu betraktar ett stort antal diffraktionspunkter i ett gitter, maste kriteriet ovan galla for alla
dessa punkter. D3 nu dessa punkter dr i ett Bravais-gitter, galler per definition att alla avstand
mellan atomerna d ar helt enkelt punkter i Bravais-gittret R. Ofta betecknar man skillnaden i
vagvektor (k — k') helt enkelt med K. Allts3 f3s

R-(k—k)=R -K=2mm
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Detta kan aven skrivas i formen .
som alltsd bor galla for alla punkter i ett Bravais-gitter R. Detta ar Laue's kriterium.

Har noterar de som gétt sin elektrodynamik genast att termen exp(iK - R;) dr samma sak
som amplitudens fasfaktor for uttrycket for spridning av elektromagnetisk stralning fran ett sprid-
ningscentrum i platsen R,;. For ett stort antal NN spridningscentra ar intensiteten I(K) for

elektromagnetisk spridning
N 2

I(K) =) e (3)

(se Jackson, Classical electrodynamics ekv. 9.97).

Och detta ar ju bara Fourier-transformationen av gittret R;.

Alltsd kan Laue's kriterium ocksa tolkas att visa att Fourier-transformationen av ett Bravais-gitter
kommer att avvika frdn noll bara i vissa punkter i K -rymden, som definieras av kriterium (2).

K -rymden kallas i detta sammanhang den reciproka rymden.

(Ett annat satt att definiera det reciproka gittret ar att sdga att den dr mangden av plana vagor
som har samma periodicitet som Bravais-gittret. Detta ger kanske en mera intuitiv bild av vad det
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hela betyder: den reciproka rymden beskriver vagor som “kan rora sig” i ett gitter. De reciproka
gitterpunkterna beskriver stdende vdgor i gittret, med en grupphastighet pé 0).

Teorem: de punkter i K -rymden som uppfyller Laue-kriteriet (2) bildar ett Bravais-gitter.

Bevis: Den matematiska definitionen pa ett Bravais-gitter var ju

Ett Bravais-gitter ar en diskret mangd vektorer som alla inte ligger i samma plan, och
har egenskapen att den ar stangd under vektoraddition och -subtraktion.

Alltsd om vektorerna R och Ry ar vektorer i ett Bravais-gitter, ar ocksa
R; = R; + Ro»
Rs=R;i — Ry

vektorer i gittret.

Betrakta nu tva vektorer K; och Ko som uppfyller kriteriet 2, och bilda deras summa och differens:
K3 = K1 -+ K2, K4 = K1 — KQ. Nu galler

K R KR _iKoR
e = 1 e 2T =
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K4 R KR, Ko R
et =T e 2 =1

Alltsd hor ocksd K3 och Ky till samma mangd vektorer som fyller Laue-kriteriet, dvs. denna mangd
ar stangd under vektor-addition och subtraktion, dvs. bildar vektorerna K ocksa ett Bravais-gitter,
v.s.b.

Detta gitter av K -vektorer i reciproka rymden kallas det reciproka gittret. Som motsats till
detta kallas det ursprungliga gittret emellanat det direkta gittret. Motsvarande rymder kallas den
reciproka rymden och den verkliga rymden ( “reciprocal space” and ‘real space”).

Mangden av alla vektorer i det reciproka gittret betecknas ofta med G eller G ;. Tyvarr betecknas
ofta vilseledande ocksd en enda vektor i reciproka gittret ocksd med G...

Alltsd har vi nu visat att en rontgendiffraktionsmatning av ett Bravais-gitter kommer att ge
Bragg-pikar i punkter som sjalva bildar ett Bravais-gitter.

Om man kunde gora en rontgenmatning i tre dimensioner i den reciproka rymden, skulle man allts3
se ett Bravais-gitter. | praktiken ar dock de flesta rontgenmatningar 1- eller 2-dimensionella, s& man
ser en mangd med pikar i en 1- eller 2-dimensionell bild.
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2.3. Egenskaper hos det reciproka gittret
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2.3.1. Generering av det reciproka gittret

[HH s. 320, AM s. 86]

Teorem: Det reciproka gittret for ett Bravais-gitter med primitiva vektorerna a 1, a 2 och a 3 kan
genereras med de primitiva (reciproka) vektorerna

as X as
b1 = 27
aj - (a2 X 8_3)
asz X a
b2 _— 27‘(‘ 3 ! (4)

aj - (8.2 X 3.3)

a; X am

b3 = 27
aj - (ag X a3)

Bevis

Med lite primitiv vektoralgebra (Pentikdinen s. 89) kan man visa att for vektorerna a; och b; géller
a; - bj = 27'('5@'3' (5)
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dar 9;; ar Kroneckers delta-funktion.

|.o.m. att vektorerna b; per definition inte ligger i samma plan, kan en godtycklig vektor k skrivas
som en summa av dem

k = kib; + kb + ks3bs (6)
dar k; ar reella tal.

Nu om R &r en gittervektor i det direkta gittret, galler for den per definition

R = nja; 4+ nqas 4+ nsas

dar n; ar heltal.

Alltsa foljer
k-R = 27‘(’(]6172,1 —|— k‘,z’fbg —|— k3n3>

Nu om k - R ar 27 ganger ett heltal, galler Laue’'s kriterium

kR
et = 1.

Enda sattet med vilket detta kan galla for godtyckliga m; ar att alla k; ar ocksa heltal. Dvs. om
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vektorn k dr en summa av godtyckliga heltal ganger vektorerna (4), dr den del av ett Bravaisgitter.
Per definitionen pad ett Bravaisgitter galler alltsd att vektorerna (4) dr en grupp med primitiva
vektorer for det reciproka gittret, v.s.b.
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2.3.2. Det reciproka av det reciproka gittret

|.o.m. att det reciproka gittret ocksa ar ett Bravaisgitter, kan man konstruera det reciproka av detta
gitter. Om K &r en vektor i det reciproka gittret galler enligt Laue's definition (2) for en godtycklig
vektor X 1 det reciproka reciproka gittret att

et =1 (7)

Jamforelse med ekvation (2) visar genast att alla vektorer R i det ursprungliga direkta gittret fyller
denna definition. Dessutom kan ingen annan vektor x = xj1a; + xsas + x3as fylla kriteriet, ty om
vektorn inte ar i det direkta gittret ar dtminstone ett index x; inte ett heltal. For detta ¢ galler d3

ib.: - Qi
ezzxzeﬂmz#l

och darmed uppfylls inte villkoret (7) for vektorn K = by i det reciproka gittret.

Givetvis kan man gora detta bevis ocksd genom att harleda det reciproka reciproka gittrets primitiva
vektorer c; med ekvation (4) och visa att det ar lika med vektorerna a;.
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2.3.3. Viktiga exempel pa reciproka gitter

[HH s. 322, AM s. 86]

Det 6verlagset viktigaste exemplet pa reciproka gitter ar det reciproka gittret for den enkla kubiska
kristallen. Detta darfér att i praktiken dd& man behandlar ovriga kubiska kristaller arbetar man ju
oftast med den enkla kubiska kristallen och en bas som utgdngspunkt.

Om man skriver de primitiva vektorerna for den enkla kubiska kristallen

kan man latt visa med ekvationerna (4) att

27 27 27
b; = —1, by = —J b3 — _k7
a a a

vilket ju ar bara ett annat enkelt kubiskt gitter med samma orientering som det ursprungliga, men
sidlangden 27 /a.

Detta exempel ar mycket viktigt darfor att dtminstone inom klassisk réontgenfysik ar den vanligaste
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konventionen for kubiska kristaller att arbeta just med reciproka gittervektorer G med langden

27 /a ganger langden av reflektionens Miller-index (se nedan).

For FCC-gittret ar det reciproka gittret ett BCC-gitter. Det kan visas pa foljande satt for ett

FCC-gitter med en kub med sidlangden a:

\ Id
\\ J /
N v \
N \ Ny / . W L,
\\ \ / \ / AN /
RN /7N N Y
~ e \/ AN 7
\ v N
AR /C. Y
(o] N
AR N
PN / b
s \ / N
a4 \ / N\
/1 7 ) N
- \\ / \\
’ L%\_
/ \/ Q_ﬂ_:‘ﬁ

De primitiva vektorerna i bilden ovan ar

a=1a(j+k),b="Llak+i),c=1Llali+j),

Genom att anvanda ekvationerna 4 far vi nu for vektorerna i det reciproka gittret
w2 Lk 2m o 2m
a = F(J‘Fk—l)ab = :(k‘Fl—J)aC = 7(1+J—k)

Fasta tillstandets fysik, Kai Nordlund 2015 4dqd 4 PP X

20



Om man lite funderar och ser pa bilden inser man att detta ar primitiva vektorer for ett BCC-gitter.
Alltsd ar det reciproka gittret for ett FCC-gitter ett BCC-gitter.

Vad ar da det reciproka gittret for ett BCC-gitter? Fran diskussionen ovan bor detta vara uppenbart...

For ett enkelt hexagonalt gitter kan de primitiva vektorerna skrivas i kartesiska koordinater

. 3
a—=uai, b=a —%—1—% , c=ck

Nu dra- (b X ¢) = v/3/2a”c och efter lite vektoralgebra

*

47 ] V/3i 47 | 27
a — —_— _ = — —

_|_
V3a 2 2

Jamforelse av dessa primitiv-vektorer med det ursprungliga visar att det ju bara dr samma vektorer
med lite olika orientation, se bilden nedan:
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Vad ar da det reciproka gittret av HCP-strukturen? Fragan saknar betydelse, dd HCP ju inte ar ett
Bravais-gitter! Istallet beskrivs det med det enkla hexagonala gittret och en bas, sd den reciproka
motsvarigheten till HCP &r ett annat enkelt hexagonalt gitter och en bas.
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2.3.4. Det reciproka gittret och gitterplan

[AM s. 88-]
Det finns ett ndra samband mellan gitterplan och vektorer i det reciproka gittret.

Med ett gitterplan i ett Bravais-gitter menar man vilket som helst plan som innehdller minst tre
punkter i Bravais-gittret. P.g.a. translations-symmetrin i ett Bravais-gitter innehaller varje sadant
plan i sjalva verket oandligt manga punkter i gittret. Likasd foljer att punktena i planet i sjilva
verket ocksa alltid bildar ett tvddimensionellt Bravais-gitter.

Beviset pa detta ar enkelt: ifall tre gitterpunkter som ligger bredvid varann i planet har koordinaterna
R, Ry och Rj, ligger vektorerna R, = R; — Ry och Ry = Ry — Rj3 i planet. D& kommer
vektorerna R, och Ry att vara primitiva vektorer for ett tvd-dimensionellt Bravais-gitter, ty
uppenbart ligger alla summor 1R, + jR} i planet, och pga. definitionen pa det tredimensionella
Bravais-gittret ligger det ocksa gitterpunkter i alla dessa summor.

Med en familj av gitterplan menas alla parallella gitterplan som har samma avstand till sina
narmaste grannar, och innehdller alla punkter i Bravais-gittret. Det ar tamligen uppenbart att det
finns oandligt manga satt att dela upp en gitter i familjer av gitterplan:

Fasta tillstandets fysik, Kai Nordlund 2015 4dqd 4 PP X 23



Det visar sig att det reciproka gittret ger ett mycket behandigt siatt att klassificera alla dessa
gitterplan. Detta kan uttryckas pa féljande vis.

Teorem: a) For vilken som helst familj av gitterplan som skiljs at av avstdndet d,
existerar det reciproka gittervektorer som ar vinkelrata mot planen, och de kortaste av
dessa har langden 27 /d.

b) For vilket som helst vektor K i det reciproka gittret, existerar det en familj med
gitterplan som ar vinkelrdta mot K och &tskiljs av ett avstdnd d, dar 27 /d &r langden
av den kortaste reciproka gittervektorn som ar lika riktad som K

Nu far det reciproka gittret en enkel geometrisk tolkning: den kan helt enkelt tolkas vara en
beskrivning av gitterplanen i det direkta gittret.
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Vi bevisar har del a) av satsen ovan. Beviset av del b) &r i stort sdtt beviset pa a) 3t motsatt hall.

Lat n vara en enhetsvektor vinkelrdt mot gitterplanen. Betrakta plana vigen K = 27n/d. Med
en enkel geometrisk konstruktion kan man visa att e®™ ir konstant i plan vinkelrita mot K
for alla varden pd r som ger en punkt i planet: betrakta tva olika varden ry och ro. Nu giller
K - (r; —ry) = 0 ty vektorn (r; — rs) ligger i planet och K ar vinkelrdt mot den.

Dessutom, pga. periodiciteten har sin- och cos-funktionerna har e®* samma virde i alla plan som

separeras av A\ = 27/ K = d. Betrakta namligen ett punkt r i ett plan, och en annan punkt
r 4+ dn i foljande plan. Fo6r den senare punkten galler:

eiK-(r—l—dﬁ) _ eiK-r+K-(27r/K)ﬁ) _ eiK-reiQTr _ eiK-r (8)

For att ett av gitterplanen maste innehalla origo, maste e™®T vara = 1 for alla punkter i alla plan.

D3 dessutom gitterplanen innehdller alla punkter R i ett Bravais-gitter, maste alltsd K vara en
vektor i det reciproka gittret enligt Laues kriterium (2).

Vidare ar K = 27 /d den kortaste majliga reciproka vektorn vinkelrdt mot planet, ty for att en
kortare vektor skulle inte villkoret 8 inte uppfyllas.
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Forran vi fortsatter med klassificering av gitterplanen, anvander vi teoremet ovan for att visa att
Bragg- och Laue-formuleringarna fér rontgendiffraktion ar ekvivalenta.
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2.3.5. Ekvivalens av Bragg- och Laue-formuleringarna

dcos@=d-i

dcos@’;-d-ﬁ'
Betrakta, som i definition av Laue-kriteriet, en indtkommande k och en utdtgdende k ' vdg som

uppfyller Laue-kriteriet att K = k’ — k ir en vektor i det reciproka gittret. Betrakta vidare féljande
konstruktion (att vinklarna 6 &r lika ar latt att visa p.g.a. att |k| = |kK'|).

(-k)
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For att visa att denna reflektion uppfyller Bragg-kriteriet (1) noterar vi att enligt teoremet ovan ar
K = mKjy, dir m ar ett heltal och K den kortaste mojliga reciproka vektorn som ar parallell med
K . For denna vektorn galler enligt teoremet ovan

2T 2T

dir d ar det kortaste mojliga avstindet mellan tv3 gitterplan som &r vinkelrita mot K. A andra
sidan ser vi ur bilden ovan att

K = 2ksinf
sd ur dessa tva ekvationer féljer
. 27
2k sinf = m—
d
och da per definition k = 27 /A fas
27 mi

—sinf = — —> m\ = 2dsin 0
A d

som ju ar exakt Bragg-kriteriet (1)!
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Alltsd har vi nu bevisat att von Laue- och Bragg-kriterierna ar ekvivalenta. Detta har nu forklarat
det fysikaliska dilemma som namndes i borjan av kapitlet: da rontgenstralarna i sjilva verket
sprids fran enskilda atomer, hur “vet” de var gitterplanen ligger? .

| von Laue-harledningen behovs inte gitterplan. | Laues formulering harledde vi ett kriterium for vilka
vagvektorer K som sprids fran ett gitter, utgaende fran att spridningen sker fran enskilda atomer.
Sedan bevisade vi att dessa vagvektorer har ett rent geometriskt samband med gitterplanen, och till
slut att Braggs lag kan harledas utgdende fran Laues formulering.

Darmed forklaras att Braggs lag antar spridning fran gitterplan med att spridningen nog egentligen
sker frdn atomer, men att detta ar geometriskt ekvivalent med spridning fran gitterplan.
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2.4. Miller-index: notation for gitterplan

[AM's. 91-, HH S 1.2.3]

| allmanhet brukar man ju beskriva ett plan i vektornotation genom att ge en vektor som ar vinkelrat
mot planet. For det specifika fallet av gitterplan ar det nu naturligt att anvianda de reciproka
vektorerna for att beskriva detta, dd vi har just visat att alla gitterplan har motsvarande reciproka
vektorer. For att gora valet unikt, valjer vi dessutom den kortaste mojliga av de reciproka vektorerna.

Pa detta satt kommer vi from till den forsta definitionen pd Miller-index:

Miller-indexena for ett gitterplan ar koordinaterna i den reciproka rymden for den kortaste
mojliga reciproka gittervektorn som ar vinkelrat mot planet, i enheter av ndgon grupp av
primitiva reciproka gittervektorer. Alltsad ar ett plan med Miller-indexena h, k, [ vinkelrat
mot den reciproka gittervektorn hb; + kbs + [bs.

Darmed ar alltsd Miller-indexena for ett plan alltid heltal, och de har inga gemensamma faktorer.
Men indexenas nummer beror alltsa pa valet av primitiva vektorer !
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Den andra, kristallografiska, definitionen ar helt ekvivalent med den foérsta, men kanske enklare
att forsta.

Miller-indexena ar en grupp heltal med inga gemensamma faktorer, som ar inverst
proportionella till de punkter dar gitterplanet korsar de primitiva gittervektorerna.

Om punkterna dar planet korsar vektorerna ar x1, o och x3 ar alltsd Miller-indexena

1 1 1

h:k:[= . :
| o I3

Denna senare definitionen kan ldtt harledas ur den férra: Planet (hkl) &r alltsd vinkelrdt mot
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vektorn K = hb; + kbs + [bg. For detta giller K - r = A, dar r ar en godtycklig vektor i for en
punkt i planet och A ar en konstant.

Nu kommer detta plan att korsa gittervektorerna i punkterna xiay, x2as, rsas, dir vardena pa x;

bestims av att vektorerna x;a; skall faktiskt uppfylla villkoret K - (z;a;) = A. For att t.ex. for
1 =1

K - a;] — (hbl —|— ]{Zbg —|— lb3) cad] — hb1a1 = 2mh
(detta foljer ur definitionen pa det reciproka gittret (4) och ekvation (5)) far vi

rH =—, Xo=—, X3=—:
! 2mh ’ 21k s 2l

Alltsd ar Miller-indexena inverst proportionella till punkterna dar planet skar gittervektorerna, vilket
ar just den senare definitionen.

Har ar ndgra enkla exempel pa plan och deras Miller-index i ett tvadimensionellt gitter:
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(a) ar (1 0)-plan i gittret, (b) (3 2)-plan.

Notera att om ett Miller-index ar 0, motsvarar det ett oandligt varde pd x; i den kristallografiska
definitionen pd gittret. Detta ar helt logiskt satillvida att planet ju aldrig skar nasta gitterplan.

| ett enkelt kubiskt system ar det annu enklare att tolka Miller-index. De ar helt enkelt heltals-

komponenterna for en vektor som ar vinkelrat mot planet i det normala kartesiska koordinatsystemet
|
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P.g.a. denna behindiga definition brukar man nastan alltid ocksd beskriva plan i FCC- och BCC-
gittren i det enkla kubiska systemet.

Har ar nagra enkla exempel pa plan och deras Miller-index i kubiska gitter:

(010) (110) an
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2.4.1. Notation for att beteckna plan och riktningar

Det finns en valdefinierad notations-konvention for att beskriva gitterplan- och riktningar pd basen
av Miller-index.

Ett gitterplan betecknas med parenteser: (100), (010), (531)
En riktning i gittret betecknas med []: [100], [001], [220] etc.

For plan dar alla index ar under 10 kan man alltsd lamna bort kommatecknen. For att beteckna
negativa index anvinds istallet for “-"-tecken ett strack ovanfor siffran, t.ex. (100), (531)

Men pga. den kubiska symmetrin dr ju manga av dessa ekvivalenta. Darfér har man ocksd infért en
notation for att beteckna mangder av ekvivalenta gitterplan och gitterriktningar.

Notationen fér en mangd ekvivalenta gitterplan ar {}. Alltsd kan t.ex. (100), (010), (001), ... mm.
planen alla betecknas som {100 }-planen.

Pa liknande sdtt anviands fér en mangd ekvivalenta gitterriktningar notationen (). Alltsd kan t.ex.
[531], [135], [513], ... mm. ritningarna kollektivt betecknas som (531)-riktningen.
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2.4.2. Miller-index-konvention i hexagonala system

[Callister s. 41-42]

| hexagonala system leder den vanliga definitionen pd Miller-index till att vissa kristallografiskt
ekvivalenta riktningar inte har samma mangd av index. For att kringgd detta anvander man ofta
det s.k. Miller-Bravais-index-systemet som har fyra axlar i stiller for tre. De tre férsta axlarna aq,
ao och ag ligger i det hexagonala planet, med 120° vinkel mellan varann, medan det fjarde (c eller
z) pekar uppat som normalt.
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Konversionen fran systemet (hkl) — (uwvtw) kan goras med ekvationerna

n(2h — k)
= 2(2k — h)
—(h + k)

= nl

E - ¢
Il

dar faktorn n &r ett heltal som kan behdvas for reducera (uvtw) till minsta mojliga grupp av heltal.
P& detta satt blir t.ex. [010]-riktningen [1210] i det hexagonala systemet.

Har ndgra ovriga exempel pa riktningar och plan i detta system:
h
|

[0001]

Sy
| i
| /
’L#‘— A NI
a34_-<— =)
"‘—‘.al
[1700)
(a)
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2.5. Experimentella metoder for bestamning av kristallstruktur

[HH 1.4.2, AM s. 100-]

For att experimentellt bestamma en kristall-struktur kan man anvanda tva typer av rontgenstralning:
monokromatisk eller vitt rontgenljus. Men monokromatiskt ljus menas rontgenljus som bestar
(ndstan) bara av en vaglangd, och med vitt ljus rontgenstrdlning som har ett brett, relativt flatt
spektrum av vaglangder.

Bade typerna av ljus kan produceras pa tva olika satt. Det klassiska sattet ar att accelerera
elektroner over en spanning av storleksordningen 30 kV, och [ata dem kollidera med ett metall-prov
sa att de exiterar elektroner inne i provet sd att de avger rontgenstralning vid vissa karakteristiska
emissionslinjer (K, L, M, ..., jfr. kursen Materiens Struktur). Genom att spela med valet av
accelereringsspanning och metall ar det mojligt att skapa nastan helt vitt eller nastan monokromatiskt
ljus.

En annan, mycket nyare metod ar att anvanda synkrotron-stralning. Med detta menas den uppbroms-
ningsstralning (bremsstrahlung) som kommer da elektroner eller andra laddade partiklar deflekteras
fran sin bana i en cirkelformad synkrotron. Normalt kommer stralningen ur en synkrotron i ett brett
spektrum under ndn maximi-vaglangd som bestams av synkrotronens radie och elektronernas energi.
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Men genom att anvanda en s.k. undulator kan man ocksd f& nastan monokromatisk stralning fran
en synkrotron.

Den stora fordelen med synkrotroner ar dock att rontgen-intensiteten man far ut ar flera storleks-
ordningar hogre an hos de klassiska rontgenkallorna. Detta har mojliggjort ndgot av en revolution
inom rontgenfysiken under de senaste ungefar 20 dren: nu kan man forska i en stor mangd saker
som tidigare var omojligt.
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Vetenskaps-politik-parentes: Nufortiden byggs flera synkrotroner enbart for att skapa
synkrotronstralning. Man bygger en elektronsynktroton vars energi gar upp kring kanske
en GeV, och omger dess bana med tiotals s.k. “beamline”:s. Vid varje beamline kan
man typiskt gora ett experiment dt gangen, och de designas for olika typs experiment.
Synkrotronen och experimenten kors dygnet runt.

Att bygga en modern synkrotron kostar kanske i giga-€-klassen, sa det finns inte
alltfor manga av dem. | dag (2000) ar den kanske basta synkrotronen i varlden ESRF,
European Synchrotron Radiation Facility i Grenoble. Tva andra viktiga synkrotroner i
Europa ar HASYlab i Hamburg och Daresbury i England. | USA finns fyra huvudsakliga
synkrotronlab: Brookhaven ndra New York, Advanced Photon Source (APS) i Argonne
nira Chicago, Advanced Light Source (ALS) i Berkeley nidra San Fransisco samt
Stanford Synchrotron Radiation Laboratory (SSRL), ocksd ndra San Fransisco.

De flesta forskningsgrupper maste ansoka om tid for att fa gora experiment vid en av
dessa synkrotroner, och en normal rontgenfysikgrupp far sedan kanske 2-8 veckor tid
i dret for sina experiment. Nar de har tiden dker typiskt 2-4 forskare till synkrotronen
och jobbar dar dygnet runt i skift pd 12-16 timmar per person.
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Ett annu nyare konsept ar att tillverka rontgenlasrar. | dessa sa kallade “free electron
lasers” anvands en linjaraccelerator for elektroner till att skapa en laser i rontgenomradet.
Det ger pulserade rontgenstralar med otroligt hog intensitet. Den ar sa hog att provet
som mats exploderar, men fére den gor det, kan man samla tillrackligt med data att
bestamma dess struktur. Detta mojliggor bestamning av strukturen hos stora enskilda
biomolekyler, aven om de inte ar i en kristall!

Det existerar en stor mangd satt att gora rontgendiffraktions-experiment, men fér bestimning for
kristall-struktur ar tre relativt enkla grundmetoder kanske de viktigaste och beskrivs kort har.

De ar alla ocksa relevanta for synkrotronmatningar.
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2.5.1. Laue-bilder

Den historiskt forsta typen av rontgenmatning ar den s.k. Laue-bilden. Den ar konceptuellt mycket
enkel: man belyser helt enkelt en enhetskristall med vitt rontgenljus:

e
Single
crystal
White x-rays

Enligt Braggs eller Laues kriterium kommer nu konstruktiv interferens att ske bara for nagra bestamda
vaglangder, som motsvarar de reciproka gittervektorerna, och dessa kommer att spridas i nagon
viss riktning beroende pa kristallens orientation i férhallande till den inkommande rontgenstralen.
Om man mater i samma riktning som den dit strdlen kommer, ser man en stor central punkt som
kommer rakt fran rontgenstralning som gatt rakt igenom, men sedan ndgra svagare punkter runt
kring den centrala punkten:
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Dessa punkter ar alltsad inget annat en punkter i det reciproka gittret - man mater alltsd rakt det
reciproka gittret med denna metod ! Och for att vektorerna i det reciproka gittret per definition
har samma symmetri som sjalva kristallen, mater man alltsd direkt symmetrin i det underliggande
gittret.

T.ex. bilden ovan ar fran en méatning av en kisel-kristall dar kristallens [111]-riktning &r i samma
riktning som rontgenstrdlen. Man ser tydligt (speciellt fran punkterna ndrmast den centrala) att
spridningen har 3/6-faldig symmetri.

Nu kan de som minns att kisel har en kubisk diamant-struktur undra hur i all varlden den kubiska
strukturen leder till 3 eller 6-faldig symmetri. Orsaken dr att om man ser pd diamant-strukturen
fran [111]-riktningen har den visst 6-faldig symmetri:
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Laue-metoden kan alltsd anvandas for att bestamma kristallstrukturen, men ar ocksd behandig for

att mata orienteringen av en enhetskristall som inte har uppenbart synliga makroskopiska kristallplan.

45
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2.5.2. Roterande kristall-metoden

Om man belyser en enhetskristall med monokromatiskt rontgenljus, och ser pd den i en
godtycklig riktning, ar det inte sannolikt att man ser ndgot overhuvudtaget. Men om man roterar
kristallen, kommer man for eller senare hogst sannolikt att ha hitta ndgot kristallplan som uppfyller
Bragg-kriteriet. Typiskt omger man d& kristallen med en film i cylinderform som ar parallell med

rotationsaxeln, och de resulterande diffraktions-punkterna kan analyseras for att lista ut kristall-
strukturen.
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2.5.3. Pulverbilder (“powder photograph”)

Ett annat satt att forsiakra sig om att man hittar Bragg-pikar for monokromatiskt rontgenljus
ar att ha ett prov i pulverform, dir de enskilda pulverbitarnas orientering ar helt slumpmassig.
Om man nu belyser detta prov med rontgenljuset, kommer for varje vinkel 8 som uppfyller Bragg-
kriteriet sikert ndgra av pulverbitarna ha just vinkeln 8 mellan den inkommande réntgenstralen och

gitterplanen.

Inkommande strale

Man kan visa detta pa foljande satt:
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Enligt hirledningen av Laue-kriteriet dr ju en vektor i det reciproka gittret K = k' — k. For att
|k| = |k'| ar triangeln likbent, och man ser litt att z = k sin ¢ /2 och alltsa

K = 2ksin p/2 (9)

Man kommer nu alltsd att mata ett antal linjer i vissa vinklar i férhallande till den inkommande
stralen:
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Rod specimen

Cone of x-rays
: satisfying the
Film Bragg law
Monochromatic
x-rays

(a)

Positionen av dessa vinklar bestdms av ekvation 9 av vaglangden (A = 27 /k) pa den inkommande
strdlningen, och langden K av de minsta vektorerna K i det reciproka gittret (G av provet.

Detta ar for Ovrigt just metoden som anvands i ett av cumlaude-laborationsarbetena.
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2.6. Diffraktion fran ett gitter med en bas

[HH 11.2.1, AM s. 104-]

Som ovan konstarades, kan diffraktionsamplituden for ett antal atomer skrivas
N .
AK) =D e (10)
i
(den verkliga intensiteten som mats dr I = |A|*) dar r; ir positionerna for atomerna. | ett

Bravaisgitter galler ju helt enkelt att atompositionerna r = Bravais-gittrets vektorer R , sa
diffraktionsamplituden A blir exakt det reciproka gittret.

Men i en kristall som bestdr av ett gitter och en bas, ar inte diffraktionsamplituden exakt ett
Bravaisgitter. Men vi kan ju skriva koordinaterna for atomerna i ett godtyckligt gitter

I'@':Rj—|—dl

dar R ar de reciproka gittervektorerna och d de IN; bas-vektorerna.
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Nu kan amplituden skrivas

Ny
AK) = (D ™ x [ Y e (11)
J l

vilket formellt kan ocksa skrivas

A(K) = (summa &ver gitterpunkter) X (summa &ver atomer i basen)

Den férra summan ger alltsd ett av de normala reciproka gittren, som vi redan kdanner. Men denna
summa “moduleras” nu av den s.k. geometriska struktur-faktorn Sk,

Ny

S(K) =D e (12)

l

som alltsad kan inverka pa styrkan av Bragg-pikarna for ett reciprokt gitter. | sjalva verket kan denna
inverkan vara sa stor att en Bragg-pik forsvinner helt | Detta beror pd att atomerna i basen kan
vara arrangerade sd att att de leder till perfekt destruktiv interferens vid ndgon Bragg-pik.
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Detta illustreras bast med ett par exempel.
Exempel 1: ett BCC-gitter betraktat som ett enkelt kubiskt gitter med en bas.

Som tidigare konstaterats, kan ett BCC-gitter med kubsidan a beskrivas som ett enkelt kubiskt gitter
med en basavd; = 0ochdy = (a/2)(i4+j+ k). Nu ar ju det reciproka gittret alltsd ocksa enkelt
kubiskt, med en sidlangd av 27 /a, och de reciproka gittervektorerna ar K = 27 /a(hi+ kj + lk).

Men strukturfaktorn ar nu
S(K) =14 eiK'(a/Q)(i-i'j-i-k)

varur fds genom insattning av K
S(K) — 1 _|_ eiﬁ(h—f—k—l—l) — 1 + (_1)h+k}+l

som dar=0om h+ k41 arudda, =2 om h+ k+1 ar jamnt. Alltsa forsvinner varannan Bragg-pik
p.g.a. basen !

Sadana forsvinnande pikar kallas forbjudna pikar eller férbjudna reflektioner ( “forbidden reflec-
tions” ).
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Nedan visas punkterna i det enkla kubiska reciproka gittret, men sd att de vita cirklarna visar
Bragg-pikar som kommer att forsvinna for BCC-gittret:

Om man nu ser pd de morka cirklarna, inser man att de bildar ett FCC-gitter, vilket vi ju redan
visste att ar det reciproka gittret for BCC. S& man kan alltsd ersitta ett gitter med ett annat som
har en bas, bara man kommer ihdg att inkludera S(K) i berdkningarna far man fortfarande ratt
rontgendiffraktion.

Exempel 2: ett FCC-gitter betraktat som ett enkelt kubiskt gitter med en bas.

Med en helt liknande berakning som ovan, kan man visa att strukturfaktorn .S avviker frdn noll om
och bara om h, k, [ ar alla udda eller alla jamna. Man far féljande konstruktion:
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dar de morka cirklarna visar vilka Bragg-pikar i det enkla kubiska gittret annu existerar. De morka
cirklarna bildar ett BCC-gitter som sig bor.

Men denna bild visar ocksd indexena (hkl) for det enkla kubiska gittret vid pikarna. Detta ar den
overlagset vanligaste notationen for Bragg-pikar: men betecknar dem som gitterplan i ett enkelt
kubiskt gitter, vilket ju ar logiskt satillvida att i Bragg-formuleringen sker spridningen just fran
gitterplan.

Vi ser alltsa att t.ex. (100)-, (221)-, etc. Bragg-pikarna forsvinner.
Exempel 3: ett diamantgitter.

Diamantgittret ar ju ett FCC-gitter med en bas pd d; = 0 och d2 = (a/4)(i + j + k). Det
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reciproka gittret for FCC ar BCC med en cell-sida av 47 /a. Om vi tar som primitiva vektorer for
detta BCC-gitter

27 | . 27T . . 2T
b1:7(3—|—k—1), bzzz(k‘Fl—J), b3:7(1‘|‘.]—k)

blir strukturfaktorn for vektorerna K = (hb; 4+ kbs + [bg).

1.
S(K) — 1 _|_ eglﬂ'(h‘f‘k‘f‘l)

som &r = 0 om h + k 4+ [ &r tva ganger ett udda nummer, = (1 &+ 4) om h 4+ k + [ ar udda och
=2om h + k + [ ar tva ganger ett jamnt nummer. Men notera att dessa index inte ar de samma
som i ett enkelt kubiskt gitter. | den enkla kubiska notationen blir villkoren:

S =(1+x14i)omh,k,l ar alla udda

Annars om h, k, [ ar alla jamna:
S =0omh -+ k + [ ar inte delbart med 4
S =2omh + k 4+ [ ar delbart med 4

Annars ar S=0.
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Om man nu ritar upp det reciproka BCC-gittret och tillampar dessa villkor i den fas foljande monster.
Den konventionella notationen for enkla kubiska gitter for ndgra Bragg-pikar ar utmarkt i bilden.

(022)

Vad lar vi oss harav - jo, att diamantgittret har liknande diffraktionsmonster som FCC utom att
annu mera pikar saknas. Det verkliga gittret ar ju liknande som FCC utom att det finns fler atomer
I det — s3 det reciproka gittret fungerar faktiskt reciprokt till det verkliga !

Sen 3r dnnu en annan femma att i sjalva verket kan man méata en mycket svag (222)-pik i kisel, trots
att den i princip ar forbjuden. Orsaken ar att elektronférdelningen for atomer i de tva delgittrena inte
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ar helt symmetriskt, da de har en kovalent bindning mellan varann, s den destruktiva interferensen
blir inte alldeles perfekt.
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2.7. Atom-formfaktorn

En ytterliga komplikation maste dnnu beaktas for att beskriva diffraktions-experiment. Alla ekva-
tioner i detta kapitel hittills har strangt taget skrivits for diffraktion fran punkter i ett gitter. For
verkliga atomer visar det sig dock att mangden av rontgenspridning annu dessutom beror pa vilken
typ av atom spridningen sker fran. Olika atomer ger olika intensitet for spridningen for olika energier
(vdglangder) hos rontgenstralen. Detta brukar betecknas med en atom-formfaktor f;(K), som allts3
beror pd atomens [ typ. Om man beaktar den blir hela uttrycket fér rontgenamplituden:

AK) = [ D™ | x| D A(K)e ™ (13)

J

Atom-formfaktorn kan ungefarligt beraknas om man kanner till varje atoms distribution av elektroner
runt kdrnan p;(r) genom att ta Fourier-transformationen av den:

A = —= [ dre™ o

Man kan tolka form-faktorn att vara ett matt pa hur manga elektroner en atom har och hur
utspridda de ar frdn atomkarnan; p.g.a. att rontgenstralarna sprids huvudsakligen fran elektronerna
kommer detta att paverka spridningen.
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For aluminium ser matta formfaktorer (cirklar) och en teoretisk forutspdelse ut pa foljande satt:

1 4 T T T T T T T

12

10

(222) 31
4L ' ?
(331) f
2L (422) (51q)
0 1 I i 1 1

0 01 02 03 04 .9'5 06 07 08
{sin 8)Ix (A)

Teorin ar alltsd inte helt perfekt. Men i praktiken finns det noggranna tabeller och anpassade
analytiska uttryck ur vilket man kan f& atom-form-faktorerna.
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Vad har du atminstone lart dig i detta kapitel?

e Du kanner till Bragg- och von Laue-formuleringarna av diffraktion, och vet hur de hanger
ihop.

e Du forstar begreppet reciprokt gitter och kan behandla det matematiskt.

e Du kanner till Miller-index och Miller-Bravais-index och kan anvande dem.

e Du kanner till de fyra beteckningssatten for gitterriktningar och -plan.

® Du vet principerna hur man mater rontgenspektra.

e Du kan berdkna diffraktionsmonstret ocksad fran gitter med en bas.
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