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1 Elektromagnetisk induktion

Elfält accelererar laddningar och magnetiska fält ändrar laddningars rörelseriktning. I en elektrisk
krets är det batteriet som gör arbete på elektronerna somger upphov till en ström i kretsen. Hur har
batteriet laddats? Hur mekanisk energi från t.ex. ett vattenkraftverk omvandlas till elektrisk energi,
hur ett magnetiskt kreditkort läses, går via ett fenomen som kallas förelektromagnetisk induktion.

Tidiga experiment med elektriska kretsar gav intressanta resultat. Experimentet gick ut på att man har
en mindre spole i vilken man kan ändra strömmen, och en större spole, från vilken man kan mäta
spänningen.

1. När spolarna är in i varandra och ingen
ström går i den mindre spolen, syns ing-
en spänning i den yttre spolen.

2. När spolarna är in i varandra och en ström
börjar gå i den mindre spolen, syns enin-
ducerad spänning i den yttre spolen.

3. När spolarna är in i varandra och strömmen
i den mindre spolen är konstant, syns ing-
en spänning i den yttre spolen.

4. Ifall strömmen i den mindre spolen är kon-
stant, och man för den in i den större spo-
len, syns eninducerad spänning i den ytt-
re spolen.

5. Ifall alla föregående experiment görs med
andra material, med samma form, är den
inducerade spänningen konstant, vilket vi-
sar att den inducerade spänningen inte be-
ror på materialet, utan bara på formen och
magnetfältet.

V

t

-
+

I=0

V
t

I

V

t

-
+

I

V
t

I

V

t

-
+

I

V
t

I

För att mera kvantitativt se på detta undersöker vi vad som
händer i kretsen bredvid, där en ledare rör sig med en has-
tighet v i ett konstant magnetfält vars riktning är utåt från
pappret.

Varje laddningq i ledaren påverkas av en magnetisk kraft

Fm = qv × B

För positiva laddningarna är den magnetiska kraften ned˚at
och för de negativa laddningar uppåt, vilket leder till att en
spänning induceras i ledaren.
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Arbetet som görs på en laddning som flyttas från punktA till B längs ledaren är

WAB =

∫

Fm · dl = |Fm|y = q|v||B|y

Potentialen definierades i kapitlet för elektrisk potential, somU = W/q, från vilket vi definierar den
inducerade sp̈anningen i kretsen

Eind =
WAB

q
= |v||B|y (1)

Vi skriver den inducerade spänningen i en annan form med hj¨alp av ledarens hastighet

Eind = Byv = By
dx

dt
= B

y · dx

dt
= B

dArea

dt
=

dΦM

dt
(2)

därΦM är detMagnetiska flödet

ΦM = B · A (3)

En spänning inducerad alltså i en krets ifall endera (eller bådadera) magnetfältet ändras genom en
area, eller ifall magnetfältet är konstant men arean förändras. Detta kallas förprincipen av elektro-
magnetisk induktion.

Riktningen för den inducerade spänningen är alltid så att den motverkar flödesändringen, så ekvatio-
nen för induktion ges ofta i form avFaradays induktionslag

Eind = −dΦM

dt
(4)

För att veta vilken riktning den inducerade strömmen har,användsLenzs lag.

Den inducerade sp̈anningen̈ar sådan att magnetfältet som produceras av den
inducerade str̈ommen motverkar förändringen av det magnetiska flödet ge-
nom kretsen
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i fall a ökar det magnetiska flödet genom kretsen. Strömmen induceras medsols för att försöka hålla
magnetfältet konstant genom kretsen. Ib fallet minskar det magnetiska flödet genom kretsen eftersom
arean minskar. Nu induceras en ström motsols som försöker motverka flödesminskningen.

Exempel: En rak metallisk stav roterar kring en axel som är parallellmed ett konstant magnetfält,
se figuren nedan. Stavens längd ärL och vinkelhastigheten ärω. Vad är den inducerade
spänningen mellan stavens mitt och ändpunkterna?

För halva staven (L/2) är rotationsperioden

T =
2π

ω

Arean som halva staven far över på ett varv ärArea = π(L/2)2 vilket ger att arean som
halva staven sveper över per tidsenhet blir

dArea

dt
=

Area

T
=

π(L/2)2ω

2π
=

L2ω

8

vilket ger den inducerade spänningen mellan mitten och ändan som

Eind = −dΦM

dt
= −B

dArea

dt
= −BL2ω

8
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Exempel: En ledande stav med längdenL och massanm glider över en ledande krets (med resistan-
senR) med begynnelsehastighetenv◦ (se figuren). Ett konstant magnetiskt fältB existerar
normalt mot planet.

1. Bestäm kraften som verkar på staven som en funktion av B,L, R och v

2. Visa att farten för staven avtar som en funktion av tiden enligt

v(t) = v◦e
−t/τ

därτ = mR/(B2L2)

3. Visa att den totala väglängd som staven rör sig innan den stannar är:τv◦

4. Visa att den totala energiförlusten i motståndetR är lika med stavens ursprungliga
kinetiska energin

WR = K =
1

2
mv2

◦

1.Den inducerade spänningen är den magnetiska flödesändringen per tidsenhet för kretsen

Eind = −dΦM

dt
= −B

dA

dt
= −B

L dx

dt
= −BLv (5)

Strömmen i kretsen är:I = Eind/R, motsols, vilket ger att kraften på staven är i motsatt
håll till hastigheten

F = Idl × B = ILB = −B2L2v

R

2. Stavens retardationen på p.g.a. kraften blir

F = ma = m
dv

dt
= −B2L2v

R
(6)
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Vi löser denna differentialekvation:

dv

v
= −B2L2

mR
dt

⇒
∫

dv

v
= −B2L2

mR

∫

dt

ln(v) = −B2L2

mR
t + Konst

v = e−
B

2
L

2

mR
t+Konst = eKonste−

B
2

L
2

mR
t

Eftersom v(0) =v◦ får vi att eKonst = v◦, vilket slutligen ger hastigheten för staven som en
funktion av tiden:

v(t) = v◦e
−

B
2

L
2

mR
t

3. Totala sträckan som staven rör sig får vi från integralen

S =

∫

∞

0

v(t)dt = v◦

∫

∞

0

e−t/τdt = v◦

∣

∣

∣

∞

0

− τe−t/τ = v◦(0 − (−τ)) = v◦τ

därτ = mR/(B2L2).

4. Totala arbetet är tidsintegralen för effekten (Iind(t) = Eind(t)/R), se Ekv. (5)

WR =

∫

∞

0

P (t)dt =

∫

∞

0

Eind(t)Iind(t)dt =

∫

∞

0

BLv◦e
−t/τ BLv◦e

−t/τ

R
dt

=
B2L2v2

◦

R

∫

∞

0

e−2t/τdt =
B2L2v2

◦

R

∣

∣

∣

∞

0

− τ

2
e−2t/τ

=
B2L2v2

◦
τ

2R
=

B2L2v2
◦

mR

2R B2L2
=

1

2
mv2

◦

Rörelsenergin har alltså övergått till elektrisk energi via induktion, och förbrukats i motståndet.
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Exempel: Hur kan man mäta den konstanta magnetiska flödesdensite-
ten mellan den magnetiska syd- och nordpolen i figuren? NS

B?

Man sätter nu en krets vars area är lika med polerna och
som harN varv in mellan polerna. Ifall arean för polerna
är stor och avståndet mellan dem är liten, kan den magne-
tiska fältstyrkan approximeras vara konstant mellan polerna
och noll utanför.

NS

VDrar man nu bort kretsen, ändras det magnetiska flödet ge-
nom kretsen och en spänning inducerad i den, Ekv. (4):

Eind = −dΦM

dt

Från detta ser vi att det magnetiska flödet genom en krets
mellan tidernat1 och t2 fås från tidsintegralen av den indu-
cerade spänningen

ΦM = −
∫ t2

t1

Eind(t)dt (7)

E
in

d

t2

Vid tiden noll drar man nu bort kretsen från de magnetiska
polerna och mäter samtidigt den inducerade spänningen som
en funktion av tiden.

Det totala magnetiska flödet genom kretsen är nu arean under
(t, Eind) kurvan

ΦM = ΦM (t′) − ΦM(0) = −
∫ t′

0

Eind(t)dt

Flödet genom kretsen vid tiden noll var:

ΦM (0) = NB(πR2),

vilket ger att den frågade magnetiska flödesdensiteten är:

B =

∫ t′

0
Eind(t)dt

NπR2
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1.1 Sj̈alvinduktans och spolar

Betrakta figuren nedan, där en spänningskälla är sluteni en krets. Strömmen i kretsen ger upphov
till ett magnetfält runt och genom kretsen. Storleken på detta magnetfält är enligt Biot-Savats lag
proportionerligt till strömmen:B ∝ I.

E
I

B

B

B

B

B

Det magnetiska flödet genom kretsen är

ΦM =

∮

B · dA ∝ I = Konstant I

Då alltså strömmen i kretsen ökar, ökar också magnetfältet och det magnetiska flödet genom kretsen.
Detta betyder ju att en själv-inducerad spänning uppstår i kretsen:

Eind = −dΦM

dt
= −Konstant

dI

dt

där konstanten, som bara beror av kretsens form, kallas för självinduktans

L = − Eind

dI/dt
[L] = V s/A = H (henry) (8)

Den själv-inducerade spänningen i kretsen kan nu skrivassom

Eind = −L
dI

dt
(9)
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Exempel: Beräkna självinduktansen för en långN varv solenoid med längdenh och areanA.

h

N varv

Den magnetiska flödesdensiteten inne i en lång solenoid är konstant (Se:Elektromagnetis-
mens grunder I)

B = µ
N

h
I (10)

därµ är mediets permeabilitet,N är antalet varv,h längden ochI är strömmen i solenioden.
Det magnetiska flödet genomett varv av solenoiden är magnetiska flödesdensiteten gånger
arean:

ΦM = BA =
µNIA

h

Detta ger att den inducerade spänningen genomN varv blir

Eind = −N
dΦM

dt
= −µN2A

h

dI

dt

Självinduktansen, eller bara induktansen för en solenoid också kalladspoleär enligt defi-
nitionen (8)

L =
µN2A

h
(11)

En komponent med induktans i en krets kallas för eninduktor
ellerspole, och betecknas av symbolen till höger

Spolen i bilden har 100 varv, är 5 mm lång och har tvärsnittsarean 8×10−4 m2. Hur stor
är självinduktansen? Beräkna den inducerade spänningen i en krets med denna spole, då
strömmen i kretsen ökar från 0 till 10 A på 5µs.

L =
µN2A

h
≈ 4π10−7100 · 8 × 10−4

5 × 10−3
≈ 20µH

Eind = −L
dI

dt
≈ −20 × 10−6H

10 A

5 × 10−6s
≈ -40 V
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1.1.1 Energin lagrad i en spole

Då ström börjar gå genom en spole, induceras en motspänning i kretsen. Denna inducerade spänning:
Eind = LdI

dt
ger att effekten som behövs för att öka strömmen genom spolen är:P = dW

dt
= EindI =

LI dI
dt

. Den totala energin som behövs för att strömmen genom en spole skall öka från noll tillI, får
vi då genom att integrera:

Wtot =

∫ I

0

LI ′dI ′ = L
∣

∣

∣

I

0

I ′2

2
=

1

2
LI2

Denna energi är lagrad i magnetfältet inne i spolen.
I ett motståndR förbrukas energi.

R

I

I

L

B

1.1.2 R-L krets

Vi skall nu noggrannare undersöka hur en spole påverkar spänning och
ström egenskaperna för kretsar. Betrakta R-L kretsen (R står för motstånd
och L för spole).

R

E

L

Från Kirschhoffs andra lag (potentialskillnaderna runt kretsen måste vara noll) får vi då vi går ett varv
runt kretsen motsolsE − LdI

dt
− RI = 0. Lösningen till denna differentialekvation blir:

L
dI

dt
− RI = E − RI

⇒ dI

E − RI
=

dt

L

⇒
∫

dI

E − RI
=

∫

dt

L

⇒ − ln(E − RI)

R
=

t

L
+ konst

⇒ ln(E − RI) = −Rt

L
+ konst′

⇒ E − RI = e−
Rt

L ekonst′ = Ke−
Rt

L

⇒ I =
1

R

[

E − Ke−
Rt

L

]

+t

I(t)

Is

där konstanttermen K fås från begynnelsevillkoret:t = 0, I = 0

I(0) =
1

R

[

E − Ke−
R0

L

]

=
1

R
[E − K] = 0 ⇒ K = E

⇒ I(t) =
E

R

[

1 − e−
R

L
t
]

därR/L är tidskonstanten för kretsen. Bilden visar hur den
tidsberoende strömmen närmar sig saturationsströmmen: Is = E/R.
Utan spole skulle strömmen omedelbart då kretsen sluts varaE/R.

10



1.1.3 L-C krets

Nedan är en L-C krets ritad, där laddningen på kondensatorn vid tident = 0 är± Q.

L
C

+Q

-Q

Då kretsen sluts börjar en ström gå medsols och kondensatorns laddning minskar. Kirschhoffs andra
lag ger (För kondensatorn, se:Elektromagnetismens grunder I)

− q

C
− L

dI

dt
= 0

eftersomI = dq/dt blir detta

−L
d2q

dt2
− q

C
= 0

Vilket är differentialekvation för en harmonisk oskillator med lösningen för laddningen på kondensa-
torn och strömmen i kretsen som funtion av tiden

q(t) = Q cos(ωt + φ) (12)

därφ är fasvinkeln ochω är vinkelhastigheten

ω =

√

1

LC

Strömmen är:dq/dt = −ωQsin(ωt + φ). Strömmen och laddningen oscillerar fram och tillbaka.
Ingen resistans finns i kretsen (är det möjligt?), så att oscillationen fortgår i all oändlighet.

Energin i kretsen lagras i både kondensatorn och spolen:

LC

+Q

-Q LC

+q

-q

I

LC

Imax

LC +q

-q

I

LC +Q

-Q

Energin =Q2

2C
+ 0 q2

2C
+ 1

2
LI2 0 + 1

2
LI2

max
q2

2C
+ 1

2
LI2 Q2

2C
+ 0
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L
C

R
+Q

-Q

1.1.4 RCL-krets

För en krets med ett motstånd (R), kondensator (C) och spole (L), blir Kirschhoffs andra lag (motsols)

VC + VL + VR = − q

C
− L

dI

dt
− RI = 0

StrömmenI är dq
dt

, vilket ger följande differentialekvation

L
d2q

dt2
+ R

dq

dt
+

q

C
= 0

Vi har löst en likadan differentialekvation iMekanikens grunder, avsnittet för dämpad periodisk
rörelse. Lösningen på differentialekvationen ger att laddningen på kondensatorn som en funktion
av tiden ges av

q(t) =
Q

√

1 − R2C
4L

e−
R

2L
tsin(ωt + φ) (13)

där vinkelhastigheten ges som:

ω =

√

1

LC
− R2

4L
(14)

Vi ser att kretsen oscillerar med frekvensenω. Amplituden för oscillationerna avtar p.g.a. att elektrisk
energi går förlorad i motståndet (exponent termen). Ifall R ökar, dör oscillationerna snabbare, och
över ett visst värde påR har vi inga oscillationer mera (kretsen ärkritiskt- eller över-dämpad).
RCL-kretsarnas verkliga egenskaper kommer bättre fram i följande kapitel, då växelströmskretsarna
introduceras.

0 10 20 30 40
−1

−0.5

0

0.5

1

Time

q(
t)

sin(t)
sin(t)*exp(−0.1*t)
exp(−0.1*t)
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1.2 Gemensam induktans

Betrakta figuren nedan, där vi har två spolar (solenoider), där den vänstra spolen drivs av en tidsbe-
roende spänning:E1(t).

B

N1 N2

E (t)1 E (t)2

Den tidsberoende spänningen i spole1 ger upphov till ett magnetiskt flöde som inducerar en tidsbe-
roende spänning i spole2, vars storlek beror av antalet varv i spolen och det magnetiska flödet genom
den

E2(t) = −N2

dΦ2

dt

Det magnetiska flödedΦ2 är proportionellt till strömmen i spole1, Φ2 ∝ I1, vilket ger att

N2Φ2 = Konstant · I1(t) = M · I1(t)

vilket ger att den inducerade spänningen i spole2 kan skrivas som

E2(t) = M
dI1

dt
(15)

där proportionalitetskonstanten

M =
N2Φ2

I1(t)
(16)

är en konstant som beror av geometrin för spolarna, antal varv, area och deras avstånd från varandra.
M kallas förgemensam induktans(eng. mutual inductance). [M] = Wb/A = Vs/A =Ωs = J/A2 = H
(henry), vilket är samma enhet som för induktansL.

Liknande, skulle den inducerade spänningen i spole1 från spole2 bli (därför: gemensam induktans)

E1(t) = M
dI2

dt
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Exempel: I bilden nedan har vi en solenoid medN1 varv, areanA och längdenh inne i en annan
solenoid medN2 varv. Beräkna den gemensamma induktansen.

N1

N2

h

Från tidigare, fick vi att inne i en lång solenoid existerarett konstant magnetfältet

B1 =
µ◦N1I1

L

där I1 är strömmen genom spole 1 som en funtion av tiden. Från ekv. (16) får vi den
gemensamma induktansen

M =
N2Φ2

I1

=
N2B1A

I1

=
N2

I1

µ◦N1I1

h
A =

µ◦AN1N2

h
(17)
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1.2.1 Transformatorer

En transformator kan användas för att öka eller sänka växelspänning. En transformator är ofta byggd
så att en primärkrets,Np varv, och en sekundärkrets,Ns varv, är lindade runt en paramagnetisk metall,
där det magnetiska flödet förstärks och går runt metallkärnan, se bild.

E (t)p E (t)s

Np NsB

Då en tidsberoende spänning oscillerar i den primära kretsen, uppstår en inducerad spänning i se-
kundärkretsen och situationen kan analyseras på samma s¨att som förRL-kretsen tidigare. Kirsch-
hoffs andra lag ger att potentialskillnaderna runt kretsenmåste vara noll, får vi då vi går ett varv runt
kretsen

Ep(t) − Eind − RI = 0

Den inducerade spänningen är (Faradays lag):Eind = −Np
dΦM

dt
. Ifall motståndet för kretsen är myc-

ket liten (R ≈ 0), får vi Kirschhoffs andra lag som

Ep(t) + Np
dΦM

dt
= 0 ⇒ dΦM

dt
= −Ep(t)

Np

Denna tidsberoende spänningen iprim ärkretsen ger alltså upphov till ett magnetiskt flödeΦ som
inducerar en tidsberoende spänning isekund̈arkretsen

Es(t) = −Ns
dΦM

dt

Ifall all magnetisk flöde som primärkretsen ger upphov till hålls i metallkärnan, kan vi sammanslå de
två sista ekvationerna tilltransformatorekvationen:

Es(t) =
Ns

Np

Ep(t) (18)

Vi kan alltså transformera en hög spänning till lägre spänning eller en låg spänning till högre spänning.
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1.2.2 Virvelströmmar

Hur fungerar en induktionsspis?

Inne i spisen finns en cirkulär växelströmkrets som får till stånd ett magnetfält som oscillerar. Detta
magnetfält inducerar en spänning i föremål ovanför spisen. En inducerad ström (virvelstr öm) produ-
ceras i föremålet:Iind = Eind/R och värmeeffekten blir:P = EindIind = E2

ind/R. Metall med liten
resistans får mycket värmeeffekt och blir heta, däremoten hand med stort elektriskt motstånd värms
inte!

Hur fungerar en metalldetektorer?

En elektrisk krets i metalldetektorn ökar momentant magnetfältet i omgivningen. Detta föränderliga
magnetfält inducerar en spänning i alla föremål i närheten. Ifall föremålet är av metall, induceras
en ström i den (Iind = Eind/R), och när den inducerade virvelströmmen minskar p.g.a. ohmiskt
motstånd, får detta till stånd ett kortvarigt magnetfält kring metallföremålet. Detta inducerar nu en
spänning i metalldetektorn, som alltså har detekterat metall i närheten.

Exempel: För att bromsa en roterande metallskiva, sätter man
skivan mellan två magneter, se bilden. Förklara och ri-
ta varför metallskivan bromsas upp.

NS

B

Då skivan roterar,̈okar det magnetiska flödet:

ΦM = B · Area

i metallskivan i området till höger om den konstanta
magnetfältsområdet. Samtidigtminskar det magnetis-
ka flödet i området till vänster.

B
Magnetiska
flödet ökar

Magnetiska
flödet minskar

De magnetiska flödesförändringarna inducerar spän-
ning: Eind = −ΦM/dt i metallen. Metallernas go-
da konduktivitet (litet elektriskt motstånd) gör att vir-
velströmmar produceras i skivan. Riktningen på vir-
velströmmarna ges av Letz lag:motsolsi området till
höger där det magnetiska flödet minskar ochmedsols
i området till vänster där det magnetiska flödet ökar. B

Iind

De inducerade virvelströmmarna förmedlar en kraft:
F = Iinddl × B, där Iind är den inducerade virvel-
strömmen ochdl är längdelementet längs strömmen.
Kraften på skivan från virvelströmmarna i området till
höger och vänster är båda riktade mot höger. Dessa
krafter ger ett kraftmoment på skivan som retarderar
skivans rotation, varför metallskivan bromsas upp. B

Iind

F
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2 Växelström

Nästan alla kretsar i hemmen fungerar medväxelström. Växelström
är behändig eftersom den kan enkelt transformeras till h¨ogspänning
för att överföra elektricitet, eller till lågspänning som är tryggare för
människor att använda.

Betrakta en cirkulär krets med areanA som roterar i ett konstant mag-
netfältB. Det maximala magnetiska flödet som går genom kretsen in-
träffar då kretsen är vinkelrät mot magnetfältet

Φmax = BA

Det magnetiska flödet genom kretsen som en funktion av vinkeln mellan
kretsen och magnetfältet kan skrivas som

Φ(θ) = Φmaxcos(θ) = BAcos(θ)

Kretsen roterar med konstant vinkelhastighetω (θ = ωt) därt är tiden.
Detta ger magnetiska flödet genom kretsen som en funktion avtiden

Φ = BAcos(ωt)

B

B q

Den inducerade spänningen i kretsen blir:

Eind = −Φ

dt
= ωBAsin(ωt) = Emaxsin(ωt)

Spänning från en krets som roterar med konstant vinkelhastighetω blir alltså

E = E0sin(ωt) (19)

därE0 = ωBA. I en krets med motståndR oscillerar också strömmen med samma vinkelfrekvens:
I = I0sin(ωt), därI0 = E0/R. Oservera att medelspänningen och strömmen för växelström är noll

< E >= E◦ < sin(ωt) >= 0

Vi definierar därför rms-värdet (Root Mean Square) för växelström

Erms =
√

< E2 > = E◦

√

< sin2(ωt) > =
E◦√

2
(20)

Medeleffekten ges då som

< P >=< EI >= E◦I◦ < sin2(ωt) >= E◦I◦/2 = ErmsIrms (21)
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2.1 Motstånd i en växelströmskrets

För ett motståndR i en växelströmskrets, följer strömmen
spänningen (de sägs vara i fas)

E = E◦sin(ωt)

I =
E

R
=

E◦

R
sin(ωt) (22)

E
I

Time (s)

I
0

E
0

R

~ E

I

E

wt

Fasdiagram för ström
och spänning

2.2 Spole i en v̈axelströmskrets

För en spoleL i en växelströmskrets, ger Kirchhoffs andra lag följande

E − L
dI

dt
= 0 ⇒ dI

dt
=

E

L

⇒ I =

∫

E

L
dt =

E◦

L

∫

sin(ωt)dt = −E◦

L

cos(ωt)

ω

där cos(ωt) = -sin(ωt-π/2), och vi får att strömmen ärπ/2 eller 90◦ efter spänningen

I =
E◦

ωL
sin(ωt − π/2) =

E◦

XL

sin(ωt − π/2) (23)

därXL = ωL kallas förreaktansenför spolen och motsvarar motståndetR.

~

L

E

E
I

Time (s)

E
0
/ωL

E
0

I

E

wt

Fasdiagram för ström och
spänning, där strömmen är
π/2 efter spänningen.
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2.3 Kondensator i en v̈axelströmskrets

Vid likström går ingen ström genom en kondensator! Vid v¨axelström laddas och urladdas kondensa-
torn så att ström ’passerar’ den. Vi har att

q = CE = CE◦sin(ωt)

I =
dq

dt
= ωCE◦cos(ωt)

där cos(ωt) = sin(ωt+π/2), och vi får att strömmen ärπ/2 eller 90◦ före spänningen

I = E◦Cωsin(ωt + π/2) =
E◦

XC
sin(ωt + π/2) (24)

där:XC = 1

ωC
är kondensatornsreaktans.

~

C

E

E
I

Time (s)

E
0
ωL

E
0

I

E

wt

Fasdiagram för ström och spänning,
där strömmen ärπ/2 förespänningen.

Kortare kan man sammanfatta de tre exempel ovan som att ifallvi har en vaxelströmE = E◦sin(ωt)
i en krets med ett motstånd, en spole eller en kondensator, blir strömmen i kretsen

I =
E◦

|Z|sin(ωt + φ) (25)

där|Z| ochφ fås från tabellen nedan

Tabell 1: Impedansen och fasvinkeln för R, L eller C i en växelströmskrets
Komponent i kretsen Impedans Z Fasvinkelnφ
Motstånd R 0
Spole XL = ωL -π/2
Kondensator XC = 1/ωC π/2
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2.4 RCL-seriekrets

I föregående delkapitel, såg vi hur R, C och L-komponenterna fungerar enskilt i en växelströmskrets.
Nu sätter vi alla dessa i serie

R

E
L

C~

Växelspänningen från spänningskällan är

E = E◦sin(ωt)

Strömmen skriver vi som

I = I◦sin(ωt + φ)

där koefficienternaI0 ochφ måste bestämmas. Kirchhoffs andra lag ger att

RI +
q

C
+ L

dI

dt
= E◦sin(ωt) (26)

Kondensatorns och spolens ekvationer blir

Kondensatorn : q =

∫

Idt = −I◦
ω

cos(ωt + φ)

Spolen :
dI

dt
= I◦ωcos(ωt + φ)

Dessa insätts i ekvation (26) vilket ger

I◦

[

Rsin(ωt + φ) + cos(ωt + φ)

(

ωL − 1

ωC

)]

= E◦sin(ωt) (27)

eller kortare (se tabell 1)

I◦ [Rsin(ωt + φ) + cos(ωt + φ) (XL − XC)] = E◦sin(ωt) (28)

Denna ekvation måste stämma för alla tidert:

1) ωt = 0

⇒ Rsin(φ) + cos(φ) (XL − XC) = 0

⇒ tan(φ) =
XC − XL

R
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Vi ser att strömmen inte är i fas med spänningen, utan att vinkeln mellan dem ärφ

R

wC
1

wL

wC
1 wL

|Z|

f

I bilden ovan har vi ritat situationen därωt = 0. Vi definierar nuimpedansenför kretsen som en
vektor

Z = R + i(1/ωC − ωL) (29)

som består av en vektorR i reella riktningen och vektorn: (1/ωC − ωL) i imaginära riktningen.
Längden avZ eller bara kallad impedansen är

|Z| =

√

R2 + (XC − XL)2 (30)

vilket ger den totala effektiva resistansen för kretsen, och har samma enhet som motståndΩ. Vidare
ser vi från figuren att de följande likheterna gäller:

sin(φ) =
1/ωC − ωL

|Z| =
XC − XL

|Z| (31)

cos(φ) =
R

|Z| (32)

2) Nu väljer vi att titta på Ekv. (28) vidωt = π/2, där sin(ωt) = 1:

I◦

[

Rsin(
π

2
+ φ) + cos(

π

2
+ φ)(XL − XC)

]

= E◦

Vi använder likheterna: sin(π
2

+ φ)= cos(φ) och cos(π
2

+ φ)= sin(-φ) = -sin(φ) vilket ger:

I◦ =
E◦

[Rcos(φ) + (XC − XL) sin(φ)]

Insättning av ekvationerna (31) och (32) ger strömmens maximivärde

I◦ =
E◦

[

RR
Z

+ (XC − XL) XC−XL

Z

] =
E◦Z

[

R2 + (XC − XL)2
] =

E◦

|Z|
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Vi sammanfattar de viktigaste ekvationerna: Ifall spänningen i enRCL-krets ges av

E = E◦sin(ωt) (33)

kan strömmen i kretsen skrivas som

I = I◦sin(ωt + φ) (34)

därfasvinkeln φ mellan strömmen och spänningen är

φ = tan−1

(

XC − XL

R

)

(35)

ochStrömmens maximiv̈arde ges av

I◦ =
E◦

Z
(36)

där impedansenför kretsen motsvarande dess effektiva motstånd är

Z =
√

R2 + [XC − XL]2 (37)

Nedan i figuren, kan man se hur storheterna kan ges grafiskt.

R

wC
1

wL

wC
1 wL

|Z
|

( (

f

wt

E

I
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2.5 Resonans f̈or RCL-kretsar

I föregående kapitel fick vi strömmen i en RCL-krets som

I =
E◦

√

R2 + [XC − XL]2
sin(ωt + φ)

Vi ser att strömmen har ett maximum där[XC −XL]2 = 0. Vi har alltså resonans när1/ωC−ωL = 0

⇒ ω = ω◦ =
1√
LC

(38)

vilket kallas förresonansfrekvensoch är oberoende av värdetR. Vid resonansfrekvensen är ström-
men i fas med spänningen

Ires =
E◦

R
sin(ω◦t) (39)

Ju mindreR är, så ju större är resonansströmmen. Det är just denna stora förstärkning av signalen
vid en viss frekvens som gör att man kan höra en radiostation. Antennen i en radio tar emot alla
sändningar, men en kanal väljs genom att ställa in värdet på kondensatorn i radion så att RCL-kretsens
resonansfrekvens sammanfaller med den frekvens man vill h¨ora.

Exempel: RCL-kretsens värden är:

• E0 = 1 V
• R = 1 Ω

• C = 4×10−3 F
• L = 1×10−3 H

Beräkna resonansfrekvensen och rita strommen,
fasvinkelnφ, impedansenZ och spolens och kon-
densatorns reaktanser:XL ochXC som funktion
av spänningens vinkelfrekvensω.

R

E
L

C~

Vinkelfrekvensen där resonans sker är:

ω◦ =
1√
LC

≈ 500 rad/s (f0 =
ω◦

2π
≈ 80 Hz)
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Strömmen som funktion av vinkelfrekvensen ges av de två bilderna nedan. Den vänstra bildens x-axel
är lineärt ritad, i motsatts till den högra, där x-axelnär logaritmisk.

0 500 1000 1500 2000
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ω
0 0
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m
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 I

ω
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Den vänstra bilden nedan ger fasvinkelnφ som en funktion av vinkelfrekvensen. Vi ser att Strömmen
är i fas med spänningen vid resonansfrekvensen. Vid lågafrekvenser dominerar kondensatorns reak-
tans:XC = 1/ωC och strömmen ärπ/2 rad före spänningen. Vid höga frekvenser där kondensatorns
reaktans helt domineras av spolens (XL = ωL), är strömmenπ/2 rad efter spänningen.

Bilden till höger avbildar impedansenZ och spolens och kondensatorns reaktanser:XL ochXC som
funktion av spänningens vinkelfrekvensω. Vid låga frekvenser dominerar kondensatorns reaktans:
XC = 1/ωC, som sedan avtar snabbt vid höga frekvenser, där spolens reaktans ökar:XL = ωL. Vid
resonans är kretsens impedans lika med resistansen i kretsen:Z = R.
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2.6 Effektförbrukningen i en RCL-krets

Elektriska medeleffekten som en RCL-krets förbrukar definieras som

< P > = < EI >=< E◦sin(ωt)I◦sin(ωt + φ) >

= E◦I◦ < sin(ωt)sin(ωt + φ) >

= E◦I◦ < sin(ωt)[sin(ωt)cos(φ) + cos(ωt)sin(φ)] >

= E◦I◦cos(φ) < sin2(ωt) > +E◦I◦sin(φ) < cos(ωt)sin(ωt) >

=
E◦I◦

2
cos(φ) =

E◦√
2

I◦√
2
cos(φ)

= ErmsIrmscos(φ) (40)

där likheterna:sin(ωt + φ) = sin(ωt)cos(φ) + cos(ωt)sin(φ) ochcos(ωt)sin(ωt) = 1

2
sin(2ωt) har

använts, ochrms ger root-mean-square värdet, se ekv. (20).
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Exempel: En spole har impedansen 30Ω vid frekvensen 100 Hz och impedansen 60Ω vid 500 Hz.
a) Beräkna spolens induktans och resistans
b) Beräkna fasvinkeln mellan spänningen och strömmen vid vardera frekvensen

a)

Impedansen är

Z =

√

R2 +

(

1

ωC
− ωL

)2

=
√

R2 + (ωL)2

vilket ger ekvationerna vid vardera frekvensen

R2 = Z2

1 − ω2

1 · L2

R2 = Z2

2 − ω2

2 · L2

(41)

Vi löser ut induktansen L

Z2
1 − ω2

1 · L2 = Z2
2 − ω2

2 · L2

⇒ L2(ω2
2 − ω2

1) = Z2
2 − Z2

1

⇒ L =

√

Z2
2 − Z2

1

ω2
2 − ω2

1

=
1

2π

√

Z2
2 − Z2

1

f 2
2 − f 2

1

L =
1

2π

√

602 − 302

5002 − 1002
≈ 17 mH

Resistansen för spolen blir

R =
√

Z2
1 − (2πf1)2L2 ≈ 28.06 Ω ≈ 28Ω

b)

Fasvinkeln mellan spänningen och strömmen ges av

φ = tan−1

(

1

ωC
− ωL

R

)

= tan−1

(−ωL

R

)

Vilket ger för de båda fallen att spänningen är före strömmen

φ1 = tan−1

(−2πf1L

R

)

≈ -21◦

φ2 = tan−1

(−2πf2L

R

)

≈ -61◦
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2.7 Inducerade elektriska f̈altet

Vi har lärt oss att när en ledare rör sig i ett magnetfält,så induceras en spänning mellan ändorna
p.g.a. den magnetiska kraften på laddningarna. Ifall ledaren står stilla, så induceras ändå en spänning
ifall det magnetiska flödet ändrar. Vad är det nu som får laddningarna att flytta på sig i ledaren? I
bilden nedan har vi en solenoid (areanA ochnL varv per längd) genom vilken strömmen ökar med
hastighetendΦM/dt. Runt solenoiden finns en rund krets med en spänningsmätare.

V

B

I, dI/dt

V

E

E

E

I’

Magnetfältet in i solenoiden fick vi tidigare som:B = µ◦nLI, så att det magnetiska flödet genom
runda kretsen blir

Eind = −dΦM

dt
= −µ◦nLA

dI

dt
(42)

Den inducerade strömmen ärI ′ = Eind/R, därR är kretsens resistans. Kraften som får laddningarna
att röra på sig i kretsen är ettinducerat elektriskt f ält från det magnetiska flödet som förändras med
tiden. Vidare, så måste det inducerade fältet varaicke konservativt, eftersom när en laddningq går
runt kretsen, så måste elfältet gånger laddningen varalika med den inducerade spänningen

∮

E · dl = Eind (43)

Tankenöt: Skulle ett inducerat elfält finnas runt solenoiden ifall den inte omges av kretsen?

Jo, det skulle det. Det inducerade elfältet som den magnetiska flödesförändringen i solenoiden fått till
stånd finns runt solenoiden oberoende om vi har en krets runtden eller inte.

I elektromagnetismens grunder Idefinierades spänningen för ett konstant elfältE längs en sträcka
∆l som:V = E · ∆l. Ifall elfältet inte är konstant, blir spänningen integralen:V =

∫

E · dl. Det
elektriska fältet är konservativt, eftersom vilken sluten integral som helst blir alltid noll

∮

E · dl = 0 (44)

Detta utnyttjas i bl.a. Kirchhoffs andra lag som ger att spännings- eller potentialskillnaden runt en
sluten krets är alltid noll:

∑

i Ei = 0. Då Ekvationerna (42) of (43) förenas ser vi att det inducerade
elektriska fältet inte är konservativt

Eind = −dΦM

dt
=

∮

E · dl 6= 0 (45)
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Den viktiga sammanfattning blir:Ett f öränderligt magnetfält inducerar ett elektriskt f ält i rym-
den

∮

E · dl = −dΦM

dt
= −

{
B · dA (46)

där
v

berättar att man integrerar den magnetiska flödesdensitetenB över en sluten yta.dA betecknar
areaelementet.
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Exempel: En cyklotronmagnet består av två cirkulära polytor med radien 50 cm. När magneten sätts
på, ökar strömmen lineärt under 2 s tills fältet når toppvärdet 2 T. Under denna tid existerar
ett inducerat elektriskt fält.a) Beräkna elfältet som en funktion avdB/dt på avståndetr
från magnetens mitt.b) Beräkna elfältet förr = 40 cm.c) Upprepaa-fallet för r större än
magnetens radieR

a)

∮

E · dl = −dΦM

dt
= −πr2dB

dt

Det inducerade elektriska fältet är konstant runt hela ringen

∮

E · dl = |E|2πr

⇒ |E| = −πr2

2πr

dB

dt
= −r

2

dB

dt

b)

dB

dt
=

(2 − 0) T

2 s
= 1 T/s

vilket ger det inducerade elfältet

|E| = −0.4 m

2
1 T/s = -0.2 V/m

c) r > R

∮

E · dl = |E|2πr = −πR2 dB

dt

⇒ |E| = −R2

2r

dB

dt

28



3 Maxwells ekvationer och elektromagnetiska v̊agor

I detta kapitel lär vi oss att förstå hurelektromagnetiska vågor (ex. ljus) kan fortplantas i vaku-
um och andra media. Elektromagnetiska vågor är t.ex. radiovågor, synligt ljus, röntgenstrålning och
gammastrålning.

Vi har lärt oss att beräkna det elektriska fältet från stationära laddningar och det magnetiska fältet
från konstanta strömmar. När sedan dessa fält blir tidsberoende, kommer de att bero av varandra; ett
magnetfält som förändras inducerar ett elektriskt fält och vice versa.

För att förstå hur dessa fält växelverkar, så sammanfattar vi de elektromagnetiska lagarna vi lärt oss
hittills.

(1) Gauss lag (elektrostatik)
v

E · dA =
∑

i
qi

ǫ

(2) Gauss lag (magnetism)
v

B · dA =
∑

i pi

(3) Amperes lag
u

B · dl = µI

(4) Faradays lag
u

E · dl = −dΦM

dt
= − d

dt

(v
B · dA

)

I ekvation (3), ger en ström upphov till ett magnetfält. P˚a samma sätt borde en ström av monopoler
(ifall de finns) ge upphov till ett elektriskt fält i ekvation (4), vilket ger att (3) och (4) blir

(3) Amperes lag
u

B · dl = µI

(4) Faradays lag
u

E · dl = IM − d
dt

(v
B · dA

)

därIM = dp
dt

skulle vara den magnetiska strömmen. Jämför vi nu Amperes lag. Ekv. (3) med Faradays
lag Ekv. (4), ser vi att de inte är symmetriska. Betrakta bilden nedan, där till en växelströmkrets har
en kondensator blivit adderat.

Vi använder Amperes lag som ger att magnetfältet runt cirkelnC med radienr, blir

z
B · dl = |B|2πr = µI ⇒ |B| =

µI

2πr

där strömmenI kan skrivas som en areaintegral av strömdensiteten

I =
{

J · dA

därJ är strömdensiteten [J] = A/m2.
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Nu kan vi välja att ytan istället för en platt circel dras som en påse runt kondensatorn, se bilden nedan.

C

~

I detta fall är strömmen genom påsytan (I =
v

J · dA) lika med noll, så att Amperes lag ger att
magnetfältet runt ledningen är noll. Ett magnetfält finns dock där eftersom växelström hela tiden går
i ledaren. Amperes lag Ekv. (3) är alltså otillräcklig f¨or att beskriva situationen i detta fall. Ett tips
till vad som saknas kan man får då man jämför ekvationerna (3) och (4). I Ekv. (4) ger en magnetisk
flödesförändring upphov till ett elfält:

u
E · dl = −dΦM

dt
= − d

dt

(v
B · dA

)

På samma sätt kunde en elektrisk flödesförändring ge upphov till ett magnetfält. Detta är just vad som
sker, så att till Amperes lag Ekv. (3) bör adderas den elektriska flödestermen

dΦE

dt
= ǫ

d

dt

({
E · dA

)

Amperes lag, som efter denna modifikation kallasAmpere-Maxwells lagblir

z
B · dl = µ

(

I +
dΦE

dt

)

= µ

(

I + ǫ
d

dt

{
E · dA

)

= µ(I + ID)

där termenID kallas för förskjutningsstr ömmen (Eng. displacement current). Ser vi på nytt på
kondensatorexemplet ovan, är det elektriska flödet vid tidpunktent mellan kondensatorplattorna:
ΦE = ǫ

v
E · dA lika med laddningenq på plattorna enlig Gauss lag Ekv. (1). Detta ger då att

förskjutningsström-men mellan kondensatorplattorna blir just samma ström som går i ledningen:
ID = dΦE

dt
= dq

dt
= I.

Vi kan nu slutligen sammanfatta alla lagarna, kalladeMaxwells lagar följande:

(1) Gauss lag (elektrostatik)
v

E · dA =
∑

i
qi

ǫ

(2) Gauss lag (magnetism)
v

B · dA = 0

(3) Ampere-Maxwells lag
u

B · dl = µ
(

I + ǫ d
dt

v
E · dA

)

(4) Faradays lag
u

E · dl = − d
dt

v
B · dA

där vi lämnat bort termerna som de fria magnetiska monopolerna skulle ge upphov till ifall de skulle
finnas.

Från dessa lagar ser vi att en laddning i vila producerar ettelfält omkring sig men inget magnetfält. En
laddning i rörelse ger upphov till både ett elektriskt ochmagnetiskt fält. För att produceraelektromag-
netiska vågor, måste en laddning vara iaccelererad r̈orelse. Faktiskt är det så att en accelererande
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laddning alltid strålar ut elektromagnetiska vågor, vilka är magnetiska och elektriska störningar som
fortplantas i ett icke ledande medium.

I figuren nedan ser vi en schematisk bild av hur en elektron sänder iväg en elektromagnetisk störning
(foton) då den ’faller’ från en högre energibana till en lägre.

Vi skall nu härleda den elektromagnetiska vågekvationenmed hjälp av Maxwells lagar. I den elektro-
magnetiska vågen finns inga källor:I = 0 ochq = 0. så ekvationerna (3) och (4) blir

z
B · dl = µǫ

dΦE

dt
(47)

z
E · dl = −dΦM

dt
(48)

x

z

y

E

B
z

x x x+D

B B+D

P S

RQ

Vi betraktar figuren ovan, där vi har ett elfält i y-riktningen och ett magnetfält i z-riktningen. Mag-
netfältet ändras från plats x till x+∆x frånB till B + ∆B. Vi använder nu ekv. (47)

z
B · dl =

∫ Q

P

B · dl +

∫ R

Q

B · dl +

∫ S

R

B · dl +

∫ P

S

B · dl (49)

= Bz − z(B + ∆B) = −z∆B (50)

Detta skall vara lika med tidsförändringen av det elektriska flödet i samma ekvation

µǫ
dΦE

dt
= µǫ

d(E · A)

dt
= µǫA

dE

dt
= µǫ∆xz

dE

dt

vilket ger

−z∆B = µǫ∆xz
dE

dt
⇒ δB

δx
= −µǫ

δE

δt
(51)
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Likadant, genom att använda Ekv. (48) får vi

δE

δx
= −δB

δt
(52)

Vi multiplicerar Ekv. (51) medδ/δx och Ekv. (52) medδ/δt

δ

δx

δB

δx
= −µǫ

δ

δx

δE

δt
δ

δt

δE

δx
= − δ

δt

δB

δt

Vilket ger

δ2B

δx2
= −µǫ

δ

δx

δE

δt
δ

δt

δE

δx
= −δ2B

δt2

Vi sätter ihop dessa ekvationer för att få denendimensionella v̊agekvationenför magnetfältet

δ2B

δt2
=

1

µǫ

δ2B

δx2
(53)

där 1

µǫ
= v2, vilket ger hastigheten i x-riktningen för dentransversellamagnetiska vågen

v =
1√
µǫ

= λf (54)

därλ ärvåglängenochf är frekvensenför vågen. I vakuum blir denna hastighet

c =
1√
µ◦ǫ◦

= 299792458m/s ≈ 3.0×108m/s (55)

därc är ljusets hastighet i vakuum.

Elfältets vågekvation får man liknande magnetfältets, då man multiplicerar ekv. (51) medδ/δt och
ekv. (52) medδ/δx:

δ2E

δt2
=

1

µǫ

δ2E

δx2
(56)
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Vi kan alltså beskriva magnetfältet och elfältet som sinusvågor (eller cosinus) som rör sig +x riktning

E(x, t) = ĵE◦sin(kx − ωt) (57)

B(x, t) = k̂B◦sin(kx − ωt) (58)

där k = 2π/λ är vågtalet och ω = 2πf är vinkelfrekvensen. Förhållandet mellan elfältets och
magnetfältets maximivärden fås då cosinusvågorna deriveras enligt Ekv. (52)

δE

δx
= −δB

δt
−|E◦|ksin(kx − ωt) = −[−|B◦|(−ω)sin(kx − ωt)]

⇒ |E◦| =
ω

k
|B◦| =

2πfλ

2π
|B◦|

⇒ |E◦| = v|B◦| (59)
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3.1 Experimentell observation av EM-v̊agor

Vi sätter två ledande antenner1 parallellt som i figuren.

~ V

Till den vänstra antennen kopplar man en spänningskällavars spänning ändrar som en funktion av
tiden som en sinusfunktion. Laddningarna i antennen oscillerar i takt med sinusspänningen. Då ladd-
ningar accelererar eller retarderar, ger de upphov till etttidsberoende elektriskt fält, som i detta fall
också är av sinusform. Detta tidsberoende elfält fortplantas i alla riktningar med elfältskomponenten
lodrät, se bilden nedan.

~

-

-

-

-

-

-

a
E v

Detta oscillerande elfält kan nu experimentellt observeras med en annan antenn. De fria laddning-
arna i den andra antennen börjar oscillera i takt med elfältet och producerar en spänning som kan
förstärkas och signalen har nu skickats från en plats till en annan med ljusets hastighet. Vidare, har
man visat experimentellt att en antenn gjord av ferrimagnetiskt material2 som är placerad vinkelrät
mot både EM-vågens rörelseriktning och elfält kan också användas för att detektera det oscillerande
magnetfältet i en EM-våg, se bild.

~

v

E

~

B ferrit

Experiment har alltså visat att elfältet och magnetfältet för en EM-våg är vinkelrät mot varandra.
TV- och radio-signaler med våglängen kring 1 m skickas ochmottas på detta sätt. EM-vågor, där det
oscillerande elfältet ( och magnetfältet ) alltid är i samma riktning, kallas förlineärpolariserat ljus.

1En antenn kallas en strålningskomponent som används föratt sända och motta radiosignaler. För att antennen skall
vara effektiv, måste den vara utformad och dimensionerad så att resonans uppnås med den radiofrekvens man vill motta
eller sända.

2Ferrimagnetiskt material kallas ett magnetiskt material som inte har elektrisk ledningsförmåga och där de magnetiska
momentena för atomerna i olika undergitter är motsatt riktade.
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3.2 Energi och r̈orelsem̈angd för EM-v ågor

Energidensiteten i ett elektriskt fält

Den totala energin som är lagrad i en kondensator finns i det elektriska fältet mellan kondensatorplat-
torna. Vi skall uppskattaenergidensitet, uE för denna. Energidensitet definierar vi här som energi per
volymenhet

u =
W

V olym
[u] = J/m3

För en kondensator, som är uppbyggd av parallella plattor, fick vi att elfältet var ungefär konstant
mellan plattorna, och att kapacitansen ärǫA/d. Där A är arean ochd avståndet mellan plattorna.
Volymen mellan plattorna är:V olym = A·d. Energidensiteten för det elektriska fältet mellan plattorna
får vi då som

uE =
WE

V olym
=

1

2
CV 2

A · d

Storleken på elfältet får vi från potentialskillnadenmellan plattorna:V = E · d, vilket tillsammans
med ekvationen för kapacitansenC = ǫA/d ger

uE =
1

2
(ǫA/d)(E · d)2

A · d =
1

2
ǫE2

Denna ekvation ger också allmänt energidensiteten för ett elektriskt fält.

d
E

Energidensiteten i ett magnetiskt f̈alt

l

BA

Energin lagrad i ett magnetiskt fält får vi genom att betrakta en spole. Spolens induktans:L = µn2
l lA

ekv. (11), och den konstanta magnetiska flödesdensiteten inne i spolen:B = nlIµ (Härleddes med
hjälp av Amperes lag för ensolenoidi EM-I). Den totala energin lagrad i spolen med strömmenI
bestämdes vara:

WL =
1

2
LI2

Denna energi är lagrad i magnetfältet som omger spolen. Detta ser vi genom att insätta spolens in-
duktans:L och den konstanta magnetiska flödesdensitetenB in i den totala energiformeln

WM =
1

2
µn2

l lA

(

B

µnl

)2

=
1

2

lAB2

µ

där nl är antalet varv per längdenhet,A arean ochl är längden för spolen. Energidensiteten för ett
magnetiskt fält blir

uM =
WM

V olym
=

1

2

lAB2

µ

Al
=

1

2

B2

µ
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Energidensiteten i en elektromagnetisk v̊ag

De elektromagnetiska vågorna har energi både i det elektriska och magnetiska fältet. Den totala ener-
gidensiteten (energi/volym) för en elektromagnetisk våg kan skrivas i många olika former:

uEM =
1

2
ǫE2 +

1

2
µH2 =

1

2
[ED + HB] =

1

2
[ǫE2 + B2/µ] (60)

där vi använt likheterna: Elektriska flödesdensitetenD = ǫE (E är elektriska fältstyrkan ), och att:
Magnetiska flödesdensitetenB = µH (H är den magnetiska fältstyrkan).

Vidare ser vi från ekvationerna (59) [|E| = v|B|] och (54) [v2 = 1/(µǫ)] att energin för en EM-våg
är jämnt fördelat mellan el- och magnetfältet i ett icke-ledande medium:

uE

uM
=

1

2
ǫE2

1

2
B2/µ

=
µǫE2

B2
= µǫv2 = 1 (61)

Vi kan alltså skriva EM-vågens energidensitet som en funktion av endast det elektriska fältet

uEM =
1

2
ǫE2 +

1

2
µH2 = ǫE2 (62)

Så vi ser att hälften av energin i en EM-våg är i magnetfältet och hälften i det elektriska fältet.

I figuren beräknar vi energin för EM-vågen i en volymenhetdV .
y

E

v tD

A
S

xz

På tiden∆t går EM-vågen en sträcka∆t · v, och energin i voly-
menA · ∆t · v är:

∆W = uEM∆V = uEM(A · ∆t · v)

Vi definierar energin som passerar genom en areaA per tidsenhet
att vara S, vilket blir

S =
1

A

∆W

∆t
= uEMv = ǫvE2 = ǫv2EB =

EB

µ
(63)

Enheten för S är W/m2, och den är i x-riktning, vinkelrät mot bådeE ochB. För att få med riktningen,
blir S en vektor

S =
1

µ
E × B (64)

som kallas förPoynting vektorn. För cosinusvågor, får vi att medelpoynting vektorn blir

< S >=< ǫvE2 >= ǫvE2

◦
< cos(kx − ωt) >=

1

2
ǫvE2

◦
(65)
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Rörelsem̈angden f̈or en elektromagnetisk v̊ag

Betrakta figuren, där en EM-våg träffar materia med fria elektroner. EM-
vågens oscillerande elfält ger upphov till en ström i materialet:J = σE,
därJ är strömdensiteten,σ konduktiviteten ochE den momentana elekt-
riska fältstyrkan för EM-vågen. Strömmen i en liten areaenhet i riktning av
elfältet blir

I = Area J = b∆x J = bσE∆x

Denna ström känner en kraft från magnetfältetB i EM-vågen

y

E

Dx

b
S xz B

J F

∆FEM = I∆l × B ⇒ |∆FEM | = abσ|E||B|∆x

Observera att riktningen på denna kraft är alltid i EM-vågens rörelseriktning. Trycket på materia från
en EM-våg är kraften dividerat med arean

|PEM | =
|∆FEM |

ab
= σ|E||B|∆x (66)

Elektromagnetiska vågor har alltså förutom energi också rörelsemängd!3

Vi antar att hela EM-vågens energi absorberas i materialet. Denna energi eller arbetet går åt att trycka
in areanA en sträcka∆x

∆W = FEM∆x = PEMA∆x (67)

vilket ger att trycket på materialet kan skrivas som (∆V är volymen)

PEM =
∆W

A∆x
=

∆W

∆V
= uEM

Detta kan med hjälp av Ekv. (63)[S = uEMv] skrivas som en funktion av Poynting vektorn, och vi
får attstrålningstrycket för elektromagnetiska vågor som inkommervinkelrätoch absorberashelt i
materialeẗar

PEM =
S

v
(68)

Ifall EM-vågen totalreflekteras, blir strålningstrycket dubbelt större.

Division med ljusets hastighet gör att detta tryck vanligen är mycket liten: Solljusets effekt per yta
eller Poynting vektorn är ca. 1 kW/m2, vilket motsvarar ett mycket litet tryck

PEM =
1×103 W/m2

3×108m/s
≈ 0.3×10−5Pa

En 10×1012 W/m2 laserstråle med tvärsnittsyta av 1 cm2 ger ett tryckPEM ≈ 104Pa ≈ 0.1 atm. vilket
ger en ganska stor kraft:FEM ≈ 104 Pa 1×10−4 m2 = 10 N ≈ 1 kg på 1 cm2 ytan.

3Rörelsemängden för massa i rörelse definieras som:mv. Ljuset har ingen massa, men ändå rörelsemängd.

37



Exempel: 6.0 km från en radiosändare är amplituden för elfälteti EM-vågenE◦ = 0.13 V/m.
a) Vad är tidsmedeltalet för energiflödet?
b) Vad är den totala effekten som radiosändaren producerar?

a) Tidsmedeltalet för energiflödet ges av medelvärdet på poynting vektorn

< S >=
1

2
ǫ◦cE

2
◦

=
8.85×10−12 F/m 3×108m/s (0.13 V/m)2

2
≈ 2.24×10−5

W

m2

b) Den totala effekten får man som arean på sfären gånger effekt/area (poynting vektorn)

PTotala = 4πr2|S| = 4π(6000 m)2 2.24×10−5 W/m2 ≈ 104 W = 10 kW

Exempel: En dammpartikel känner en kraft bort från solen p.g.a. solvinden (trycket från EM-strål-
ningen från solen). Hur stor är denna kraft vid jordens avstånd från solen?

Totala effekten för solen ≈ 4×1026 W
Diametern för partikeln ≈ 1 µm = 10−6 m
Avstånd Jord - Sol ≈ 1.5×1011 m
Densiteten för partikeln ≈ 1.5×103 kg/m3

Solens massa ≈ 2×1030 kg
Gravitationskonstanten G≈ 6.67×10−11 Nm2/kg2

Energiflödet från solen vid jordens avstånd är

PV idJorden =
PSol

4πR2
≈ 1.4 kW/m2

Strålningstrycket från EM-vågorna från solen på dammpartikeln vid jordens avstånd från
solen blir

PEM =
< S >

c
≈ 1400 W

3×108 m/s
= 1.4×10−5 Pa

Då partikelns area ärπ(0.5×10−6 m2), blir kraften på partikel från EM-strålningen

FEM =
< S > A

c
≈ 3.7×10−18 N

Som jämförelse, är gravitationskraften mellan partikeln och solen

FG = G
MSolm

R2
= G

MSolρV olym

R2
≈ 4.7×10−18 N

Så vi ser att ’solvinden’ kan vara starkare än gravitationen för små partiklar. Nämnas kan
att kometernas svansar består av små dammpartiklar som ’blåser’ bort från kometen. Dessa
svansar är alltid riktade bort från solen. Faktisk kom första iden att en ’solvind’ existerar
från dessa kometsvansar.
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Exempel: En ide för att resa i rymden har varit att man sätter en ’segel’
på en rymdfarkost och låter solvinden accelerera farkosten. F

En rymdfarkost med massan 10 ton befinner sig i vila vid jordens avstånd RJ = 1.5×1011

m från solen (vars massa är 2×1030 kg). Man vill accelerera rymdfarkosten med en segel
som drivs av strålningstrycket från solen. Hur stor måste radien för en rund, masslös segel
vara så att rymdfarkostens hastighet vid Plutos medelavstånd, RP = 5.9×1012 m, från solen
är 0.01c? Solens totala strålningseffekt är 4×1026 W, gravitationskonstanten G=6.67×10−11

Nm2/kg2 och anta att all strålning som träffar segeln reflekteras.

Gravitationskraften på farkosten som en funktion av avst˚andet till solen är:FG = GMSolm
r2 .

Vid totalreflektion är strålningstrycket från EM-vågor: PEM = 2<S>
c

.
Kraften p.g.a. strålningen från solen på farkosten som en funktion av avståndet till solen
blir

FEM =
2 < S > A

c
=

2A · PSol

c · 4πr2

där A är segelns area. Den totala kraften på rymdfarkosten är

FTot = FEM − FG =
1

r2

(

2A · PSol

c · 4π − GMSolm

)

= K
1

r2

där alla konstanta termer beskrivs med en parameterK. Arbetet som krafterna gör på
farkosten då den går från Jordens till Plutos avstånd från solen blir

W =

∫ RP

RJ

FTot(r)dr = K

∫ RP

RJ

dr

r2
= −K

∣

∣

∣

RP

RJ

1

r
= K

[

1

RJ
− 1

RP

]

Detta arbete går åt att ge farkosten fart:W = mv2/2 vilket ger

2A · PSol

c · 4π − GMSolm = mv2/

(

2

[

1

RJ
− 1

RP

])

Vi löser ut areanA: A·PSol

c·2π
= mv2/

(

2
[

1

RJ
− 1

RP

])

+ GMSolm

⇒ A =
c · 2π
PSol





mv2

2
[

1

RJ
− 1

RP

] + GMSolm



 =
c · π · m

PSol





v2

[

1

RJ
− 1

RP

] + 2GMSol





Vi sätter in värdena (v=0.01c)

A =
3×108π104

4×1026

[

(0.01 · 3×108)2

[

1

1.5×1011 − 1

5.9×1012

] + 2 · 6.67×10−112×1030

]

≈ 3.26×1010 m2

vilket ger att radien på en rund segel (A = πR2) skulle bli

R =
√

A/π ≈ 1.02×105 m ≈ 100 km
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3.3 Polarisation av elektromagnetiska v̊agor

Elektromagnetiska vågor som emitteras från en simpel lineär antenn är lineärpolariserade, vilket be-
tyder att EM-vågens elfältsvektor hålls i samma plan, och likaså magnetfältsvektorn.

Anta nu att istället för en lineär antenn, har vi två antenner korsade som i bilden. Antennerna får
spänning från två sinusvåg-generatorer med identisk frekvens, men deras fas till varandra kan vara
olika.

~

Z

x

y

p

Vi har valt att den ena antennen är i x- och den andra i y-riktning. EM-vågen som emitteras rör sig i
z-riktningen. Vi skall nu se hur elfältskomponenten för EM-vågen ser ut vid en punktp på z-axeln.

På ett avståndz från antennerna blir elfältet för EM-vågen summan av deenskilda komponenterna:

E = E1sin(kz − ωt)̂i + E2sin(kz − ωt + φ)ĵ

där E1 och E2 är amplituden för elfältet från antenn1, respektive antenn2. Vi byter variabler för
att få kortare ekvationer:kz − ωt = θ, E1 = a och E2 = b. Vi tittar nu på superpositionen av
elfältskomponenten i x-y-planet:

⇒ x = a sin(θ)

y = b sin(θ + φ) = b sin(θ)cos(φ) + b cos(θ)sin(φ)

Eliminering avθ med hjälp av:sin(θ) = x/a ger

y − bx

a
cos(φ) = b sin(φ)cos(θ) = b sin(φ)

√

1 − x2

a2

där vi har använt likheten:sin2(θ) + cos2(θ) = 1 ⇒ cos(θ) =
√

1 − sin2(θ). Vi kvadrerar båda
sidorna och dividerar sedan medb2

y2 − 2ybx

a
cos(φ) +

b2x2cos2(φ)

a2
= b2sin2(φ) − b2x2sin2(φ)

a2

⇒ y2

b2
− 2

yx

ba
cos(φ) +

x2

a2
= sin2(φ)

E

x

y

x

y

a

Ifall källorna ärkoherenta d.v.s. fasskillnaden är konstant (φ = konstant) beskriver ekvationen en
ellips i x-y-planet, där vinkeln mellan x-axeln och ellipsens huvudaxel är

α = atan(b/a) = atan(E2/E1)
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Vi säger att EM-vågen ärelliptiskt polariserat , och märkbart är att elfältskomponenten aldrig är noll.

Bilderna nedan, visar hur elfältskomponenten för EM-vågen rör sig i 3-D rummet.

X

Elliptiskt polariserad: φ = 0.8

Z

Y

X

Elliptiskt polariserad: φ = 0.8

Y

Ifall fasvinkelnφ = 0, får vi

y2

b2
− 2

yx

ba
+

x2

a2
=

(y

b
− x

a

)2

= 0

⇒ y =
E2

E1

x

Alltså är EM-vågenlineärpolariserat, där elfältskomponenten
oscillerar vid en vinkel:α = atan(E2/E1) från x-axeln.
I figuren bredvid, har vi ritat både elfältet (röd, snett uppåt) och
magnetfältet (grön, snett åt sidan) för lineärpolariserat ljus. X

Lineär polariserad: φ = 0

Z

Y

Då fasvinkeln mellan källorna är:φ = ±π
2
, ochE1 = E2 = E, får vi cirkul är polariserade vågor

⇒ y2

b2
+

x2

a2
= 1 ⇒ y2 + x2 = E2

vilket är cirkelns ekvation. Elfältskomponenten roterar med- eller motsols, vilket betyder att då vågen
träffar materia åstadkommer den vridmoment (EM-vågor kan ha rörelsem̈angdsmoment.)

Ifall fasvinkeln mellan källorna varierar kontinuerligt, vilket är fallet då exempelvis ’antennerna’
består av ett stort antal oscillerande atomer eller molekyler, kommer EM-vågorna att varaopola-
riserade, vilket exempelvis ljuset från en glödlampa är.
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En opolariserad EM-våg kan lineärpolariseras med en
polarisator. Man sätter EM-vågen att gå genom en
anordning kalladpolarisator, som består av paral-
lella, långa och tunna, ledande trådar nära varandra.
En EM-våg, vars elfälts-komponent är i x-riktning,
se bild, absorberas av de fria laddningarna i polari-
satorledningarna. Däremot passerar en EM-våg med
elfältskomponenten i y-riktning, polarisatorn oföränd-
rad ifall vågens våglängdλ är mycket större än pola-
risatorledningarnas diameter. Den riktning, där EM-
vågens elfältskomponent går oförändrad genom en po-
larisator, kallas förpolarisationsaxel.
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Synligt ljus,λ ≈ 500 nm, behöver mycket tunna polarisationsledningar, vilketär möjligt med ett skikt
av långa polymermolekyler vilka är parallella till varandra.

Anta nu att vi har en EM-våg, vars elfält vinkelrät till dess färdriktning i z-led ges av

E = |E◦|cos(θ)̂i + |E◦|sin(θ)ĵ

Polarisatorn absorberar elfältskomponenten i y-led (|E◦|sin(θ)ĵ = 0), vilket ger att vågens elfält efter
att den passerat polarisatorn är

E = |E◦|cos(θ)̂i

Tidigare såg vi attintensiteten(Poyntingvektorn) för EM-våg är proportionellt till elfältskomponenten
i kvadrat, Ekv. (63):I ∝ |E◦|2. Intensiteten för en EM-våg efter att den passerat en polarisator ges av
Malus lag

I = I◦cos
2(θ) (69)

därI◦ är intensiteten före polarisatorn, ochθ är polarisationsvinkeln, vilken är vinkeln mellan EM-
vågens elfältskomponent och polarisationsaxel.
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I dimma eller rök kan man bra se en ljusstråle från sidan. Detta är möjligt eftersom de små vattendrop-
parna eller rökpartiklarna sprider ljuset. EM-vågens elfält gör att laddningarna i de små partiklarna
börjar oscillera, och fungera som små antenner genom att sedan stråla ut EM-vågor till sidorna. Ef-
tersom en oscillerande laddning inte kan stråla ut vågor ioscillationsriktningen, kommer de spridda
strålarna att vara delvis polariserade.

Se figuren, där en opolariserade EM-vågor går i z-riktning
mot höger. Betraktar man de spridda vågorna i punktenA,
är de polariserade i x-riktning. Inga komponenter i z- eller
y-riktning observeras. Liknande, ser man i punktenB bara
EM-vågor med elfältskomponenten i y-riktning.
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För att förstå spridning av ljus bättre, skall vi kvalitativt4 härleda hur ljus sprids som en funktion av
dess frekvens.

För att göra detta introduceras en i många områden användbar teknik kalladdimensionsanalys(DA).
Iden är mycket simpel, man har variabler som påverkar en storhet. För att få storhetens funktion, måste
enheterna i funktionen ge storhetens enhet: Du har glömt hur man beräknar sträckan, som en funktion
av tid ([t]=s), och hastighet ([v]=m/s). För att få sträckans enhet [s] = m, måste man multiplicera
hastighet med tiden, och vi får ekvationen:s = vt.

Exempel: Anta att man filmar en atombombssprängning som görs
på markytan. Bilden nedan visar hur den halvsfäriska
sprängningsfronten, radien 110 m, ser ut 15 ms efter
sprängningen.

Approximera hur mycket explosionsenergi atombom-
ben hade. 110 m

Problemet verkar vara helt omöjlig att lösa, för inte vetvi hur luften påverkas av explo-
sionen, eller hur snabbt chockvågen breder ut sig. Vi skallnu använda dimensionsanalys,
vilket Amerikanen G. I. Taylor gjorde då han till myndigheternas häpnad beräknade den
frigjorda energin i en atombombsexplosion från en film gjord av explosionen.

Han gjorde de logiska antaganden att chockvågens radie, [r]=m, efter sprängningen beror
av:

• Den frigjorda energin, [E] = J = kg·m2/s2

• Tiden efter sprängningen, [t] = s

• Luftens densitet, [ρ] = 1.293 kg/m3

vilket ger ekvationen för chockvågens radie

r = f(E, t, ρ) = K · Ea · tb · ρc

där han approximerade konstantenK från chockvågsteorin till 1. heltalena, b ochc skall
vi nu bestämma via dimensionsanalys.

Tittar vi nu på ekvationen från enheterna sett, blir den

m =

(

kg · m2

s2

)a

(s)b(
kg

m3
)c = (kga · kgc)(m2a · m−3c)(s−2a · sb)

⇒
kg0 · m1 · t0 = kga+c · m2a−3c · sb−2a

Vi ser nu att på vänstra sidan av funktionen har vi inga kg (kg0), vilket funktionens högra
också ger ifall likheten:a + c = 0 gäller. Vi får alltså atta = −c, vilket vi insätter i den
andra termen i funktionens högra sida för att ge den rättaenheten m

m1 = m2a−3c = m−2c−3c = m−5c ⇒ c = −1/5 ⇒ a = 1/5

4Med kvalitativa metoder försöker man förstå karaktären och egenskaperna för något, utan att bevisa det. Motsatsen
till kvalitativ är kvantitativ , vilket kommer från latinets quantum eller mängd, vilketbetyder att man härleder en storhet
eller egenskap matematiskt.
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Den sista ekvationen med tiden ger likheten:b = 2a = 2/5. Ekvationen för radien är alltså:
r = E1/5t2/5ρ−1/5, vilket ger ekvationen för den totala energin:
E1/5 = rρ1/5/t2/5, vilket i kortare form ger (+ insättning)

E ≈ r5ρ

t2
≈ (110 m)51.293 kg/m3

(15×10−3 s)2
≈ 1.4×1012J (70)

Vi skall nu genom dimensionsanalys härleda hur ljus spridssom
en funktion av dess frekvens (Rayleigh 1871). Vi har alltsåljus
med amplitudenA◦ som sprids från luftens molekyler. Det spridda
ljusets amplitud med avståndetr till spridningsstället betecknas
medAS, se bild.

d
A0

AS

r

l

Eftersom ljusets intensitet bestämmer hur stark ljuset är, och ljusets intensitet är amplituden i kvadrat,
vill vi nu bestämma hur den spridda ljusets amplitud [AS] = m, beror av följande parametrar

• Luftpartiklarnas diameter: [d] = m

• Inkommande ljusets amplitud: [A◦] = m

• Våglängden för ljuset, [λ] = m

• Avståndet från observatören till spridningsstället:[r] = m

Det spridda ljusets amplitud kan nu skrivas som

AS = f(d, A◦, λ, r) (71)

Vi har nu ett problem som dimensionsanalysen inte kan lösa.Alla parametrars enhet är meter. För att
fortsätta, använder man följande logiska och experimentellt bestämda relationer för det spridda ljusets
amplitudAS:

• Den är proportionerlig till den inkommande amplituden:AS ∝ A◦

• Den är inverst proportionerlig till avståndet från spridningsstället:AS ∝ 1

r

• Den är proportionerlig till de spridande molekylernas volym: AS ∝ d3

Dessa ger nu en ekvation som dimensionsanalys biter på:

AS = K
A◦d

3

r
λa

därK igen är en konstant som måste bestämmas experimentellt.För att enheterna i föregående ekva-
tion skall stämma, måste exponentena vara -2, vilket ger att den spridda ljusets amplitud är inverst
proportionerligt till våglängden i kvadrat:AS ∝ λ−2. Den spridda intensiteten som man observerar är
amplituden i kvadrat, vilket slutligen ger

IS ∝ A2
S ∝ 1

λ4
(72)
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Resultatet är att ljus som har kortare våglängd sprids mycket effektivare än ljus med längre våglängd.
Detta är orsaken till att himlen ser blå ut. Solljuset innehåller ljus av alla våglängder. Det blåa ljuset,
med kortare våglängd sprids däremot mycket effektivareän ljusstrålar med längre våglängd, med den
påföljden att den omgivande luften ser blå ut. Intensitetsförhållandet mellan det spridda blåa och röda
ljuset är ca.(700 nm/400 nm)4 ≈ 10, vilket betyder att det blåa ljusets intensitet är tiofaldig jämfört
med det röda ljusets intensitet.

Går solljuset en lång sträcka genom jordens atmosfär, har de kortare våglängdskomponenterna i sol-
ljuset minskat, med den påföljden att vid kvällsskymningen, ser solen röd ut.

Moln innehåller stora mängder vattendroppar eller iskristaller som effektivt sprider alla våglängdskom-
ponenter, vilket gör att molnen ser vita ut. Mjölk är vit av samma orsak, där spridning av ljus sker
från den stora mängden av mycket små fettdroppar.

När opolariserat ljus reflekteras från en jämn yta, kommer en del
av ljuset att reflekteras och en del att gå in i materialet (brytning).
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opolariserad

Anta att ljuset som träffar en plan yta, har en elfältskomponent pa-
rallellt med ytan (går in och ut från sidan), ritad som cirklar. Den
andra inkommande komponenten i x-y-planet är ritad som pilar.
När detta ljus sedan träffar ytan, kommer en del av ljuset att bry-
tas in i materialet, men en del kommer att reflekteras. Ytatomerna
kommer alltså att endera oscillera parallellt med ytan (inoch ut
från sidan), vilket kan ge reflekterat ljus, där elfältskomponenten
inte har minskat nämnvärt. Den andra elfältskomponenten i x-y-
planet kan inte reflekteras effektivt, så att det reflekterade ljuset är
delvis polariserat.
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Bäst ser man detta då vinklarna är så att den reflekteradevågen är
vinkelrät till den brutna:

θB +
π

2
+ αB = π ⇒ αB = −π

2
+ θB

vilket enligt Snells brytningslag inträffar då ljus kommer från luft
till ett material med bryningsindexn

1 sin(θB) = n sin(αB) = n sin(−π

2
+ θB) = n cos(θB)

⇒ tan(θB) = n (73)

därθB kallas för Brewster vinkeln. I detta fall är elfältskomponenten i x-y-planet för det reflekterade
ljuset lika med noll, och det reflekterade ljuset är lineärpolariserat.

Vi ser att då ljus reflekteras från hav och andra blanka ytor, har majoriteten av de reflekterade strålarna
elfältskomponenten parallellt med jordytan. Solglasögon med polarisationsaxel vinkelrät mot jordy-
tan, minskar effektivt den parallella komponenten av det reflekterade ljuset.
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