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Annamme aluksi lukuohjeita loogisille merkeille A, V, =, <, V ja 3:

PAQ  “PjaQ@”.

Pv@ “Ptai Q.

P=Q “P:sta seuraa Q7 tai “jos P, niin @Q”.
P& Q “P jos ja vain jos Q.

YV “jokaisella x” tai “kaikilla z”.

Ve e A “jokaisella joukon A alkiolla x”.

VeP(x)  “jokaisella x on ominaisuus P(z)” tai “jokainen x toteuttaa ehdon P(x)”
Jx “on olemassa x” tai “jollain z”.
I. JOUKOT.

I 1. Joukon maaritelma. Osajoukko, tyhja joukko, potenssijoukko

Joukolla tarkoitamme joidenkin objektien muodostamaa kokonaisuutta A; kyseiset
objektit ovat joukon A alkioita ja sanomme, ettéd kukin niista kuuluu joukkoon A. Sanomme
myos, etta joukko koostuu alkioistaan.

Toisinaan puhumme “joukon” asemasta “kokoelmasta”, “luokasta” tai “perheestd” ja
“alkion” asemasta “jasenestd”tai (tilanteen mukaan) esimerkiksi “pisteestd” tai “luvusta”.

Merkinnalla a € A tarkoitamme, ettd a on joukon A alkio eli a kuuluu joukkoon A.
Jos a ei kuulu joukkoon A, niin merkitsemme a ¢ A.

Joukon “alkioiden” oletamme olevan (ainakin periaatteessa) “toisistaan erottuvia”.
Niin on laita ainakin kaikkien aineellisten olioiden tapauksessa. Esimerkiksi kaikki taman
huoneen ilmassa olevat kaasumolekyylit ovat periaatteessa (muttei kdytdnnossi) erotet-
tavissa toisistaan ja voimme myo6s “muodostaa”’ (ajatuksissamme) joukon, jonka alkioina
ovat tasmalleen kyseiset molekyylit.

Joukon “muodostaminen” vastaa pelkistetyssd muodosssa erastd keskeistd ajattelun
elementtia, abstrahoimista. Kun “alkiot” “kootaan” “joukoksi”, tehdaan abstraktio, nous-
taan ylemmalle kasitetasolle.

C(al_

“Naivissa” joukko-opissa, jota kasittelemme talla kurssillla, otamme “joukon”,
kion”, “muodostamisen”, “kuulumisen”, jne., kasitteet tunnettuina ja yritdmme kehittaa

teoriaa, joka on sopusoinnussa intuitiivisen nakemyksemme kanssa.
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“Abstraktissa” joukko-opissa ei kanneta huolta kéasitteiden intuitiivisestd merkityk-
sestd vaan luotetaan siihen, ettd annetut aksiomat johtavat joukkoihin, jotka vastaavat
intuitiotamme riittdvén hyvin. Aksiomat ovat (nk. “valinta-aksiomaa” lukuunottamatta)

jokseenkin luonnollisen ja itsestddnselvan tuntuisia perusviitteita, kuten
FEkstensioaksioma: A =B <= Vz (v € A<=z € B)
Yhdistysaksioma: VAVB3CVx (xr € C <= x € AVx € B)

Erotteluaksioma: Olkoon P(z) “joukko-opin kaava”, jossa x on ainoa “vapaa” muuttuja.

Talloin VAIBVz (z € B <=z € AN P(x)).

Erotteluaksioman tulkinta on, etta jokaisen joukon A tapauksesssa voimme muodostaa

uuden joukon, jonka alkioina ovat tdsmélleen ne joukon A alkiot, joilla on “ominaisuus P”.

Huomautus: FErotteluaksioman muotoilu osoittaa, miten tarkkana aksiomaattisessa lahes-
tymistavassa on oltava, ettei jouduta ristiriitaan. Alunperin aksioma esitettiin seuraavassa

muodossa:

dBVz(x € B <= P(x)).

B. Russell huomasi vuonna 1901, ettd tissd muodossa aksioma johtaa ristiriitaan (“Rus-
sellin paradoksi”): olkoon P kaava x ¢ x ja olkoon R se joukko, jolle on wvoimassa
Ve(z € R < P(x)). Jos nyt R € R, niin on voimassa P(R) eli R ¢ R. Jos taas
R ¢ R, niin P(R) ei pdde eli on voimassa R € R. FEdellisen nojalla saamme ristiriidan:
ReRjaoR¢R.

(Tutumpi muotoilu tistd paradoksista on kompakysymys Sevillan parturista.)

Jatkossa unohdamme aksiomat ja kasitelemme pelkastaan “naivia” joukko-oppia. Jou-

kon maaritelmaksi otamme seuraavan kuvailun:
Joukko on alkioidensa muodostama kokonaisuus.

Huomaa, ettd naivi maaritelmdmme antaa ektensioaksioman: kaksi joukkoa A ja B
ovat samat, A = B, jos ja vain jos A:lla ja B:ll4 on samat alkiot.

Merkitsemme joukon “muodostamista” aaltosulkujen avulla, mainitsemalla alkiot sul-
kujen sisalla. Yksinkertaisissa tapauksissa voimme tassa suoraan luetella joukon alkiot:
esimerkiksi {a}, {a,b, c} tai {z1,...,2,}. Viimeiselle joukolle otamme kaytt66n vaihtoeh-

toisen merkitsemistavan {x; : i = 1,...,n}.



Kaytamme myos aaltosulkuja muodostaaksemme “vanhoista joukoista uusia”’: mer-
kinta

{reA: P(z)}

tarkoittaa sitd (erotteluaksioman takaamaa) joukkoa, joka koostuu niistd A:n alkioista,
joilla on ominaisuus P.
Edellisen kaltaisen merkinnén avulla voimme kirjoittaa joukon maarittelevan ominai-

suuden muotoon A = {a:a € A}.

Huomautus: Kukin alkio kuuluu joukkoon “vain yhden kerran” vaikka se alkioiden luet-

telossa esiintyisikin usemman kerran. Esimerkiksi

{1,2,1,3,1} = {1,1,3,3,1,2,1,3,3,2} = {1,2,3} .

Otamme seuraavaksi kayttoon omia merkint6ja eraille matematiikassa usein esiinty-
ville joukoille, joiden alkiot ovat lukuja.

Diskreetissa matematiikassa on keskeisella sijalla
luonnollisten lukujen joukko N = {0,1,2,3,...}.
Koko matematiikan ehka tarkein joukko on
reaalilukujen joukko R.
Kaksi muuta tarkeata lukujoukkoa ovat
kokonaislukujen joukko Z = {..., —3,—-2,—-1,0,1,2,3, ...} ja
rationaalilukujen joukko Q = {% :n,k € Z ja k # 0}.

Edella mainittujen avulla voimme nyt muodostaa uusia joukkoja. Maéarittelemme

esimerkiksi seuraavasti R:n suljetun valin, jonka pddatepisteind ovat reaaliluvut a ja b:
[a,b] ={x € R:a < x <b}.
Vastaavasti maarittelemme N:n n-segmentin:
[n] ={1,2,....,n}.

Panemme merkille, ettd on voimassa [0] = 0, [1] = {1}, [2] = {1, 2}, jne.
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Esimerkki Esita joukko {CL’ €el:x> ( )2} luettelemalla sen alkiot.

z
3

Ratkaisu. Joukossa on vain epanegatiivisia lukuja, koska (%)2 > 0 jokaisella x € Z.
Néemme helposti, ettd 0 on joukon alkio. Joukossa {x € Z : x > 0} epéayhtélo = > (%)2
on yhtapitava epayhtdlon 1 > ¢, ja edelleen epayhtédlon x < 9 kanssa. Téten epéyhtélon

toteuttavat 0:n lisaksi vain kokonaisluvut 1,2, ...,9. Nain ollen on voimassa

{xezzxz(%)2}:{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. 0

Jos A ja B ovat sellaisia joukkoja, ettd jokainen joukon B alkio on joukon A alkio,

niin sanomme, ettd B on A:n osajoukko ja merkitsemme
B C A tai vaihtoehtoisesti A D B.

Esimerkki (a) {1,3,12} CN

(b) {2n:n e N} CN

(c) NCcZ c QcR. (Tama “sisdltymisjono” on lyhennetty merkinté sille, ettd on
voimassa N C Z jaZ C Q jaQ C R.)

(d) On voimassa {z} C A jos ja vain jos on voimassa z € A.

Jos on voimassa B C A ja B # A, niin sanomme, ettd B on A:n aito osajoukko ja

kaytdmme merkintdd B & A.

Esimerkki (a) Edellisen esimerkin (a)-,(b)- ja (c)-kohtien sisdltymiset ovat aitoja.

(b) Jokaiselle joukolle A pétee, ettd A C A mutta ei pide, ettd A & A.

Lause Kaikille joukoille A, B, C' on voimassa

(i) AC A (“refleksiivisyys”).
(ii) Jos AC B ja B C A, niin A= B  (“antisymmetrisyys”)
(iii) Jos AC B jaB C C, niin ACC  (“transitiivisuus”)

Todistus. Refleksiivisyys patee triviaalisti.
Antisymmetrisyys. Oletamme, ettd on voimassa A C B ja B C A. Koska A C B, jokaiselle
x patee, ettd jos x € A, niin x € B. Koska B C A, jokaiselle x patee, ettad jos x € B, niin

x € A. Nain ollen jokaisella z on voimassa: = € A jos ja vain jos x € B. Toisin sanoen

Ve(re A<=z € B).
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Edellinen merkitsee, etta A = B.
Transititvisuus. Oletamme, ettd on voimassa A C B C C. Nyt jokaiselle x pétee, etté jos
x € A, niin x € B (koska A C B) ja jos x € B, niin € C (koska B C C); tasta seuraa,

ettd jokaiselle x pétee, etté jos x € A, niin € C. Edellisen nojalla on voimassa A C C. O

Refleksiivisyydesté ja antisymmetrisyydesta seuraa, ettéd kaikille joukoille A ja B on

volmassa

A=B joss ACB ja BCA.

Kaytannossa on usein edullista todistaa kahden joukon identtisyys todistamalla sisaltymi-

nen “molempiin suuntiin”.
Esimerkki Néytd, ettd on voimassa {2n+1:n €N} ={n e N: § ¢ N}.

Todistus. Merkitsemme A = {2n+1:n € N} ja B = {n € N: § ¢ N}. Osoitamme, etta
on voimassa A C B ja B C A.

@ Olkoon x joukon A alkio. Talloin on olemassa sellainen n € N, ettd x = 2n + 1.
Nyt x € Nja 5 =n+ % ¢ N. Edellisen nojalla xz € B.

Olkoon x joukon B alkio. Télloin on voimassa x € N ja 5 ¢ N. Merkitsemme
n:ll& osaméérad, jonka saamme kun jaamme lukua x luvulla 2 (esimerkiksi jakokulmassa)
ja merkitsemme k:lla jakojadnnosta; talloin on voimassan € N, k € N, k < 2jax = n-2+k.
Jako ei mene tasan, koska 5 ¢ N. Téten on voimassa k # 0; téstd seuraa, koska k € N ja

k < 2, ettd k = 1. Edellisen nojalla patee, ettd x = 2n + 1; niin ollen x € A. O

Tyhja joukko on se joukko, jolla ei ole yhtaan alkiota; tyhjasta joukosta kaytamme
merkintadd (). Yksio on sellainen joukko, jolla on tasmélleen yksi alkio, eli muotoa {a}
oleva joukko. Kaksio on muotoa {a,b} oleva joukko, missé a # b, jne.

Tyhja joukko on jokaisen joukon osajoukko: kun A on joukko, niin
D={recA:z#z}CA.

Joukon A kaikki osajoukot muodostavat joukon, jota kutsutaan joukon A potenssijou-

koksi ja jota merkitddn symbolilla P(A). Siis

P(A)={B:BC A}.

Potenssijoukossa on (siséltymisen suhteen) “suurin” joukko, nimittdin joukko A ja

lisdksi “pienin” joukko, nimittain tyhja joukko ().
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Esimerkki (a) Olkoon A = {a}. Télléin
P(A) ={0,{a}}.
(b) Olkoon B = {a, b}, missé a # b. T&lldin
P(B) = {0,{a}, {b},{a,b}}.
(b) Olkoon C = {1,2,3}. T&lléin

P(C) = {0, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1, 3},{2,3},{1,2,3,} }.

Panemme merkille, etta edellisessa esimerkissa esiintyvien joukkojen alkioiden luku-

maarat ovat seuraavat:

A P(A) B PB) C PO

1 2 2 4 3 8

Edellisen valossa néyttaa siltd, ettd kun joukossa E on n alkiota, niin joukon P(FE)

alkioiden lukumaara on 2". Myohemmin osoitamme, etta tama tosiaan patee.
I 2. Yhdistys, leikkaus ja erotus.

Kahden joukon A ja B yhdistysjoukko (lyhyesti: A:n ja B:n yhdiste) on joukko

AUB ={z:x € Atai x € B},

siis niiden alkioiden joukko, jotka kuuluvat joko joukkoon A tai joukkoon B (tai molem-
piin).
Joukkojen A ja B leikkausjoukko (lyhyesti: A:n ja B:n leikkaus) on joukko

ANB={z:z€ Ajazxec B},

siis niiden alkioiden joukko, jotka kuuluvat seké joukkoon A ettéd joukkoon B.

Joukkojen A ja B erotusjoukko (lyhyesti: A:n ja B:n erotus) on joukko

ANB={r:xe€Ajax¢ B} (={zreA:x¢ B}),

siis niiden joukon A alkioiden joukko, jotka eivdt kuulu joukkoon B (toisinaan puhumme

myos joukon B komplementista joukossa A).

6



Esimerkkeja (a) Olkoon A = {2,3,4,5} ja B ={1,3,5,7}. Talloin

AUB=1{1,2,3,4,5,7}, ANB={3,5}, AN B={2,4} ja B~ A={1,7}.

) ZuQ=Q,ZNQ=Z,7Z~Q=0 ja Q\Z={x € Q: z ei ole kokonaisluku} .

Naemme helposti seuraavien yhtaloiden olevan voimassa:

AUB=BUA , ANB=BnNA,

AUu(BUC)=(AuB)UC , ANn(BNC)=(AnB)NnC.

Alarivin yhtélot antavat mahdollisuuden yksinkertaistaa sellaisia lausekkeita, joissa
esiintyy vain jompikumpi joukko-operaatioista U tai N: voimme jattaa sulkumerkit pois
ja kirjoittaa alarivin lausekkeiden tilalle AU B U C ja AN B N C. Vastaavasti voimme
lyhent&é esimerkiksi lausekkeet (AU (BUC))UD ja AN (BN (CN(DNE))) muotoon
AUBUCUD jaAnBNCNDNE. On huomattava, ettd sulkuja ei voi jattaa pois
“sekalausekkeista”, silld esimerkiksi lausekkeet (AN B)U C ja AN (B UC) eivit yleensi
maarita samaa joukkoa.

Seuraavat “sekalausekkeita” koskevat yhtalot vaativat hieman perusteluja.

AU(BNC)=(AUB)N(AUC) , AN(BUC)=(ANB)U(ANC).

Todistamme vain ensimmaisen yhtalon ja jatamme toisen yhtalon todistuksen harjoi-

tustehtavaksi.

Lause Kaikille joukoille A, B, C on voimassa AU (BNC)=(AUB)N(AUC).

Todistus. | AU(BNC) c (AUB)N(AUC) | Olkoon z joukon AU(BNC) alkio. T&llsin

on voimassa x € A tai x € BN C; tarkastelemme erikseen naitd kahta tapausta.

Jos € A, niin on voimassa z € AUB jaxz € AUC jatiten x € (AUB)N(AUCQC).
Jos taas x € BN, niin on voimassa x € Bjax € C jatatenx € AUB jaxz € AUC,
misté seuraa, ettd z € (AU B)N (AU CC).



Edellisen nojalla on voimassa x € (AU B) N (AUC).
|[(AUB)N(AUC) Cc AU(BNC)| Olkoon z joukon (AU B) N (AU C) alkio. T&llsin
reAUBjaxe AUC.

Tapauksessa € A on voimassa x € AU (BN (), joten voimme olettaa, ettd x ¢ A.
Koska z € AU B ja x ¢ A, on voimassa x € B ja vastaavasti, koska r € AUC jax & A,
on voimassa x € C. Edellisen nojalla on voimassa z € BN C ja tédten x € AU (BNC). O

Seuraavat kaksi joukkoyhtaloa tunnetaan de Morganin lakeina.

A~ (BUC)= (A~ B)N(A~C) , AN(BNC)=(A~B)U(A~C).

Todistamme vain ensimmaisen de Morganin lain ja jatamme toisen lain todistamisen

harjoitustehtavaksi.

Lause Kaikille joukoille A, B, C' on voimassa

A~ (BUC) = (A~ B)N(A~C).

Todistus. |A~ (BUC) C (AN B)N (A~ C)| Olkoon z joukon A\ (BUC) alkio. Tél-
16in on voimassa x € A jaxz ¢ BUC. Koska x ¢ BUC, on voimassa ¢ ¢ B jaxz ¢ C.

Edellisen nojalla pétee, ettd x € A ja x € B eli ettd x € A\ B ja my0s, ettd z € A ja
x & C eli ettd x € A~ C; néin ollen on voimassa z € (AN B)N (AN C).

[(ANB)N(ANC)C AN (BUC)| Olkoon z € (AN B)N (A C). Tillin on voimassa
x€(ANB)eliz € Ajax ¢ B jaon myos voimassa z € (ANC)eliz € Ajax ¢ C.

Koska x ¢ B jax ¢ C, on voimassa = ¢ (BUC). Edelld esitetyn nojalla pétee, ettd x € A
jar g (BUCQ)eliettix e AN (BUC). O

Seuraava tulos luonnehtii sisdltymisrelaatiota joukko-operaatioiden avulla.

Lause Seuraavat ehdot ovat keskendan yhtapitavat joukoille A ja B:

(i) AC B.

(i) AN B = A.
(iii) AUB = B.
(iv) AN B = 0.



Todistus. Jatdamme todistuksen yksityiskohdat lukijalle, mutta huomautamme, etta to-
distus kannattaa tehda “implikaatioketjun” muodossa. Meidan pitaisi nayttaa, etta on
voimassa (i) < (i), (i) < (iii), (i) < (), (i7) < (ii), (i1) < (iv) ja (i1i) < (iv), mutta
paasemme paljon helpommalla, jos todistamme vaikkapa ketjun (i)=-(iii)=(ii)=(iv)=(i).
Kéyttamalla (toistuvasti) lauselogiikan transitiivisuussaantod ((P=Q)A(Q=R))=(P=R)
(eli nk. “syllogismia”), saamme edellisen ketjun neljésta implikaatiosta ((i)=-(iii), (ii1)=(i1),
(ii)=(iv) ja (iv)=(7)) johdettua ensin implikaation (i)=>(i7) ja sitten implikaation (i)=-(iv);
vastaavasti “kiertamalla ketjua” jostain muusta kohdasta alkaen, saamme johdettua kaikki
mahdolliset implikaatiot P=-@Q, missi P ja @ ovat kaksi lausetta joukosta {(7), (1), (ii7), (iv)}.

Téaten saamme neljan implikaation avulla johdettua halutut kuusi ekvivalenssia. O

Voimme katevasti havainnollistaa edellisia joukkoyhtaloita ja muitakin kahden tai
useamman joukon valisia suhteita nk. Vennin kaavioiden avulla. Voimme esimerkiksi
piirtdd kahden joukon ja kolmen joukon tapauksiin liittyvat Vennin kaaviot seuraavan

nakoisiksi.

A B

Seuraavassa kuvassa esitaimme joukko-operaatiot U, N, ~ ja A kaavioiden avulla.

(AAB on joukkojen A ja B symmetrinen erotus; katso harjoitustehtavaa 6/1).

A B AUB ANB

Seuraava kuva esittaa eri tapoja, joilla kaksi joukkoa voi “sijaita toisiinsa nahden”.

A~ B B~ A AAB
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B A A
9 Q B
ACB ANB=10 AZB,Bg AjaANB#0

Y1l keskimmaisen kuvion tilanteessa, eli ehdon A N B = () vallitessa sanomme, etti

joukot A ja B ovat erilliset; jos AN B # (), niin sanomme, etta A ja B leikkaavat toisiaan.

Kaaviot ovat katevimmillaan kolmen joukon tapauksessa. Naemme esimerkiksi helpos-
ti, ettd seuraavassa kuvassa varjostettu alue voidaan méarittaé seké lausekkeella AN (BNC)
ettéd lausekkeella (AN B)U (AN C); téten saamme kuvallisen perustelun toiselle de Morga-
nin laille. Joukkoyhtaloiden “todistukset Vennin kaavioiden avulla” eivat kuitenkaan ole
varsinaisia matemaattisia todistuksia, koska ne ovat hyvin huonosti formalisoitavissa. Ku-
vioiden varsinainen kayttotarkoitus on joukkoihin liittyvien seikkojen havainnollistaminen,

ei niiden tasmallinen matemaattinen perustelu.

A

Mainitsemme viela seuraavat yhdistysten ja leikkausten yleistykset.

Jos A on joukkoperhe, eli sellainen joukko, jonka jokainen alkio on joukko, niin mé&a-

rittelemme perheen A yhdistyksen ja leikkauksen kaavoilla

UA:{x:xEAjollainAEA} ﬂA:{x:xeAjokaisellaAeA}.

Jos I on jokin joukko (“indeksijoukko”) ja A; on jokin joukko jokaisella i € I, niin mé&a-

rittelemme joukkojen A;, i € I, yhdistyksen ja leikkauksen joukkoperheen {A; : i € I}
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yhdistyksena ja leikkauksena:

LJ<A43: LJ{fiiZi € I} (]4A¢2: (){fqiii € [}.

iel el

Esimerkki Jokainen joukko A voidaan esittaa siséltdmiensa yksididen yhdisteena:

A= Uta.

acA

eli joukkoperheen {{a} : a € A} yhdisteenA.
I 3. Perusjoukko ja komplementti.

Toisinaan on luonnollista suorittaa joukko-opillisia tarkasteluja jonkun, tarkastelun
yhteydessa kiinteana pysyvan, “perusjoukon” eli “avaruuden” puitteissa”: jos perusjouk-
kona on X, niin kdytamme tarkastelussa vain X:n alkioita, X:n osajoukkoja, X :n osajouk-
kojen muodostamia “joukkoperheita”, jne.

Jos tarkastelun perusjoukosta ei ole epaselvyytta, voimme myo6s joukkoja muodostaes-

samme jattaa perusjoukon merkitsematta nakyviin.

Esimerkkeja (a) Jos esimerkiksi tarkastelemme reaalilukuihin liittyvid asioita, niin
merkintd {z : x > 0} tarkoittaa positiivisten reaalilukujen joukkoa {z € R : =z > 0}.
(b) Jos tarkastelemme kokonaislukuaritmetiikkaa, niin merkintd {z : 3 jakaa z:mn}

tarkoittaa kolmella jaollisten kokonaislukujen joukkoa {x € Z : 3 jakaa x:n} eli joukkoa

{3n:n € Z}.

Perusjoukon X osajoukon A komplementti (perusjoukossa X) on joukko

CA={ze X :x¢g A},

eli niiden X:n alkioiden joukko, jotka eivat kuulu joukkoon A.
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CA

Huomautus Voimme esittad joukon A komplementin perusjoukossa X muodossa

CA=XA.

Toisaalta voimme esittda perusjoukon osajoukkojen A ja B erotuksen komplementin ja

leikkauksen avulla:

A~B=AnCB.

Esimerkki Jos X = Z, niin CN={n € Z:n < 0}.
Komplementti riippuu perusjoukosta:

Esimerkki Olkoon A = {2,3,4}.

Jos perusjoukkona on N, niin
CA=1{0,1,5,6,7,8,...}.
Jos taas perusjoukkona sattuu olemaan R, niin
CA={zeR:x<2tai2 <z <3tai3 <z <4taiz>4}.
Perusjoukko X ja tyhjd joukko () ovat toistensa komplementteja:
CX={zeX:2¢X}=0 ja (0={zeX:2¢0}=X.
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Merkitsemme CC A:114 X:n osajoukon A komplementin 0 A komplementtia. Edellisen
nojalla patee, etta

CCX=C00=X ja CCO=CXx=0.
Tama patee yleisesti:

Lause Jokaisella A C X on voimassa

CCA=A.

Todistus. Jokaisella x € X on voimassa
rcA«—=2¢lA—=2c(lA. O

Komplementointi liittda yhdisteet ja leikkaukset toisiinsa seuraavien saantojen nojalla.

Lause Perusjoukon X osajoukoille A ja B on voimassa

C(AuB)=C0AnCB ja C(ANB)=CAUClB.

Todistus. Harjoitustehtava. O
Panemme lopuksi merkille, etta komplementointi “kaantaa” sisaltymisen:

Lause Perusjoukon X osajoukoille A ja B on voimassa

Ac B« (CBcC(A.

Todistus. Oletamme, ettd on voimassa A C B. Osoitamme, ettd 0B C CA.
Olkoon z joukon OB alkio. Talldin z ¢ B ja téstd seuraa, ettd = ¢ A, koska muussa
tapauksessa sisaltymisestd A C B seuraisi, ettd x € B, miké ei pida paikkaansa. Téaten on
voimassa © ¢ B = = ¢ A ja niin ollen CB c CA.

E Edellisen nojalla kaikilla D, E C X on voimassa D C E = [E c 0CD. Tasta
seuraa, ettéd on voimassa (B ¢ A = (CA c CCB. Koska 0CA = A ja CCB = B, on
voimassa (B c (A= Ac B. O
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I 4. Tulojoukko.

Kun esitamme joukon alkioidensa luettelon avulla, ei alkioiden luettelujarjestyksella
tai joidenkin alkioiden mahdollisella toistumisella luettelossa ole mitaan merkitysta: esi-

merkiksi

{1,2,3} ={3,1,2} ={2,2,1,3,3,3,3}.

Kaytannossa joudumme kuitenkin yleensa tarkastelemaan luetteloita, joissa seké esiinty-
misjarjestyksella etta toistoilla on olennainen merkitys; tallaisia luetteloita voimme mate-
matiikassa tarkastella jonojen avulla.

Kahden alkion muodostamaa jonoa kutsumme jarjestetyksi pariksi. Jos alkiot ovat x
ja y (téssd jarjestyksessdl), niin merkitsemme paria (x,y):1la. Jarjestettyjen parien m&a-

ritteleva ominaisuus on seuraava identtisyyden kriteerio:

(r,y) = (a,b) <= x=a ja y=>.

(58 2

7

6

5

. . . . . ee . .. 4

Tyypillinen esimerkki jarjestetysta ot (ab)

. . . . 1
parista on tason piste ilmaistuna 98-765-4-3-2-1]123456789

-1

suorakulmaisessa koordinaatistossa: 2

-3

4

(6-4) =

-6

-7

-8

-9

Jarjestetyn parin voi helposti maéaritella joukkona niin, etta ylla esitetty identtisyyseh-
to toteutuu: yleisesti kiytetty madritelma on (z,y) = {{z}, {z,y}}. Tdma madritelmé on
kuitenkin varsin keinotekoinen ja tulemme hyvin toimeen ilman tasmallista maaritelmaa,

joten seuraavassa vain oletamme, etta jarjestetyt parit on maéaritelty niin, etta identtisyy-

sehto toteutuu.
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Analogisesti analyyttisen geometrian tarkastelujen kanssa voimme nyt méaaritella kah-
den joukon “karteesisen tulon”: olkoot A ja B joukkoja. Joukkojen A ja B tulojoukko eli

(karteesinen) tulo on joukko

Ax B={(z,y):x€ Ajay € B}.

Tulojoukko A x B koostuu siis tdsmaélleen kaikista niisté jarjestetyistd pareista (z,y), joilla

on voimassa x € A jay € B.
Esimerkki Olkoon A = {a,b,c} ja B ={1,2}. T&lloin
Ax A={(a,a),(a,b),(a,c),(b,a),(b,b),(b,c),(c,a),(c,b),(c,c)};
Ax B=H{(a,1),(a,2),(b,1),(b,2),(c,1),(c,2)};
Bx A={(1,a),(1,b),(1,0),(2,a),(2,b),(2,¢)};
BxB=1{(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}.
Muotoa E x E olevalle karteesiselle tulolle kiiytimme toisinaan potenssimerkintii E2.

Voimme havainnollistaa karteesisia tuloja vaikkapa seuraavan kaltaisilla kuvioilla:

[ ] e © 0 06 06 06 0 0 0
[ ] e © 0 06 06 06 0 00
=] @ O @ @ @@ @
[ ] e © 0 06 06 06 0 0 0
[ ] e © 0 06 06 06 0 0 0
[ ] e © 0 06 06 06 0 00
[ ] e © 0 06 06 06 0 00
ecececs e HEEN

Yleensa tyydymme yksinkertaisempiin (ja selkedmpiin) kuviin:

Y XxY

y (xy)
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Seuraavan kaavion avulla ndemme erdiden joukkoyhtaloiden paikkansapitavyyden.

B

A

——

A
Edellisesti kaaviosta voimme pételli esimerkiksi seuraavaa.
(AUB)x (CUD)=(AxC)U(Ax D)U(BxC)U(Bx D).
(ANB)x (CND)=(AxC)N(Bx D).
(ANB)x (C~\D)=((ANB)xC)Nn(Ax (C\D)).
(AXxC)N(BxD)=((ANB)xC)U(Ax (C\D)).

Huomaa, etta kolmas yhtalo seuraa helposti toisesta. Todistamme esimerkin vuoksi

neljannen yhtalon.

Lause Kaikille joukoille A, B,C ja D on voimassa
(AxC)N(BxD)=((ANB)xC)U(Ax (C\D)).

Todistus.

(,y) e (AXxC)N(Bx D)<= (z,y) € AXCAN (z,y) € Bx D
= (e ANyeC)N(z ¢ BVy¢gD)
<— (x€eANyeCAhxgB)V(xecANye CANy¢gD)
<:>(:c€A\B/\yEC) (xre ANyeC~N D)
< ((z,y) € (ANB)x C) V ((z,y) € Ax (C \ D))
= (

x,) (ANB)xC)U(Ax (C~D)). O
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II. KUVAUKSET.
IT 1. Relaatiot.

Alustava madaritelmé: Relaatio on kahden (tai useamman, saman tai eri) joukon al-

kioiden vilinen ominaisuus tai suhde.

Esimerkkeja Kokonaisluvut z ja y voivat olla keskenddn mm. seuraavissa relaatioissa:
(a)y <z (b)y|z (“yjakaa z:n”) (c)syt(y,x)=1 “y:1l4 ja z:114 ei ole yhteisia tekijoita”
(dy=2+z

Matematiikassa voimme maééritelld relaatiot (kuten monet muutkin asiat) joukkoina.

Maaritelma Relaatio on joukko, jonka jokainen alkio on jarjestetty pari.
Jos X ja Y ovat joukkoja ja R C X x Y, niin R on joukkojen X ja 'Y walinen relaatio.

Jos R C X x X, niin sanomme my0s, etta R on joukon X relaatio.

Jokainen relaatio R voidaan tulkita kahden joukon valiseksi relaatioksi, silla on voi-
massa R C A x B, missié A ={a: (a,b) € R jollain b} ja B = {b: (a,b) € R jollain a}.

Edella maaritellyt relaatiot ovat nk. kaksipaikkaisia relaatioita eli bindadrirelaatioita.
Matematiikassa tarkastellaan toisinaan myos useampipaikkaisia relaatioita, mutta koska

emme sellaisia seuraavassa tarvitse, maarittelemme relaatiot vain kaksipaikkaisina.

Esimerkkeja (a) Joukon X x X ldvistdjd on relaatio Ax C X x X, missd Ax = {(z,x) :

x € X}. Tami on sama kuin identtisyysrelaatio X:ssé: (x,z) € Ax <= x = z.

(b) Merkitddn X:lla kokonaislukujen 1,2, ..., 12 muodostamaa joukkoa. Edelld mainitut

kokonaislukujen véliset relaatiot (a) — (d) vastaavat seuraavia joukon X x X osajoukkoja:

12 . 12 . 12 o e o . 12 .

u L) 1 . 11 eeeeeecece o 1 .

10 ce e 10 . 10 o o e o o 10 .

9 eoo e 9 . 9 ee oo oo oo 9 .

8 escee 8 . 8 o o o o o o 8 .

7 ecooee 7 . 7 eeeeee eooee 7 .

6 eeccoce 6 . . 6 o e o . 6 .

5 eceeoccocoe 5 . . 5 eeee oee0ee oo 5 .

4 eceecocce 4 . . . 4 o o o o o o 4 .

3 eececcccce 3 . . . . 3 ee ee oo oo 3 e

2 eececcccooce 2 e o o o o o 2 o o o o o o 2

1 eeeeecccccooe 1 eeeeecccccoe 1 eeeeecccccooe 1

123456789 101112 123456789 101112 123456789 101112 123456789 101112

y<uw ylz syt(y, z) =1 y=2+uw
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Relaation méaarittely karteesisen tulon osajoukkona ei ole kaikissa tilanteissa luontevaa
ja relaatioita esitetaan myos monin muin tavoin. Yksi kateva, vaikkakin epahavainnollinen,
esitystapa on seuraajaluettelo. Kun R on relaatio, niin kuvaamme toisinaan sita tilannetta,
ettd (x,y) € R sanomalla, ettd y on x:n seuraaja relaatiossa R. Voimme esittda relaation

R C X x Y luettelemalla jokaisella € X ne alkiot y € Y, jotka ovat z:n seuraajia R:ssa.

Esimerkki Edellinen relaatio y|x esitettyné seuraajaluetteloiden avulla:

1] 1 5| 15 9{1,39

21 12 6| 1,236 10]1,2,5,10

3 13 7| 1,7 1111,11

41 1,24 8 1,248 1211,2,3,4,6,12

Erittdin havainnollinen tapa esittdd “pienid” relaatioita (eli sellaisia, joissa on mukana
“vain muutamia” pareja) on nuolikaavio: esitimme joukot X ja Y tason pistejoukkoina ja
esitdmme relaation R C X x Y piirtamalla nuolen pisteesta x € X pisteeseen y € Y aina

kun (z,y) € R.

Esimerkki Edelliset relaatiot y|x ja y = x 4+ 2 nuolikaaviona:

RN
\

Vasemmanpuolisessa kuviossa on liikaa nuolia, eika se ole kovin kayttokelpoinen. Jos
pitdd mielessd, ettd relaatiossa y|z jokainen luku on itsensd seuraaja ja 1 on jokaisen

luvun seuraaja, niin naihin liittyvat nuolet voi jattaa merkitsematta, jolloin kuviosta tulee

huomattavasti selkeampi.
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Relaatiolle R C X x X (eli joukon X relaatiolle) voimme antaa vaihtoehtoisen esi-
tyksen nuolikaaviona kun panemme merkille, etta edellisissa kuvioissa on sama joukko X
(= [12]) esitetty kahteen kertaan. Voimme yhtd hyvin piirtda kuvaan joukon X vain yh-
teen kertaan ja voimme silti merkita kaikki relaatioon liittyvat nuolet nakyviin. Toisinaan
tama johtaa sekavaan kuvioon, josta ei pysty nakemé&an mitaan relaation ominaisuuksia,
mutta jos nuolia ei ole liikaa ja jos kuviossa valitaan huolellisesti joukon X alkioita esitta-
vien pisteiden paikat, niin usein saadaan relaatiolle esitys, josta nakee yhdella silmayksella

monia relaation ominaispiirteita.

Esimerkki Vaihtoehtoiset nuolikaaviot joukon [12] relaatioille y|z ja y = x + 2.

Kun R on joukkojen X ja Y valinen relaatio ja x € X, y € Y, niin sanomme, etta x
ja y ovat relaatiossa R jos (ja vain jos) (x,y) € R. Usein merkintéd (z,y) € R korvataan

merkinnalla y R z.
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Jokaisella A C X merkitsemme R(A) = {y € Y : Jda € A siten, ettd y Ra} ja sanom-
me, ettd R(A) on joukon A kuva relaatiossa R (tai A:n kuvajoukko R:n suhteen). Joukon
X alkiolle z kéytdmme joukosta R({z}) lyhennetty&d merkintdd R{z}; toteamme, etté
R{z}={yeY :yRuz}.

Ylla annettuja merkintoja kayttaen on kaikilla z € X ja y € Y voimassa

(z,y) € R <= yRx <= y € R{x}

Edelliset yhtapitavyydet osoittavat, etta relaation R C X x Y maarittamiseksi riittaa
tuntea kuvajoukot R{z}, r € X: itse asiassa voimme kirjoittaa R = (J . y{z} x R{z}.
Relaatio maaritellaankin usein antamalla sithen kuuluvien jarjestettyjen parien asemasta
sithen liittyvat yksioiden kuvajoukot.

Tarkastelemme vield hieman kuvajoukkojen ominaisuuksia.

Lause Olkoon R joukkojen X ja Y valinen relaatio ja olkoot A ja B X :n osajoukkoja.
Télloin on voimassa

(i) RCAU B) = R(A)UR(B).

(ii) RCAN B) C R(A)NR(B).

(iii) RCAN B) D R(A) \ R(B).

Todistus. Todistamme esimerkin vuoksi kohdan (iii) ja jitdmme kohtien (i) ja (ii) todis-
tukset harjoitustehtaviksi.

Olkoon y € R(A) ~ R(B). Talloin y € R(A), joten on olemassa sellainen a € A, etti
(a,y) € R. Toisaalta y ¢ R(B), joten on oltava a ¢ B. Edellisen nojalla a € A \ B; néin
olleny € R(LAN B). O

Naytamme, ettd kohtien (ii) ja (iii) sisiltymiset voivat olla aitoja.

Esimerkki Olkoon X kaikkien talla hetkelld elavien ihmisten joukko ja olkoon L joukon
X relaatio: hLk <=-h on k:n lapsi.
Olkoon Matti ja Maija Virtasella poika Kalle. T&lloin Kalle € L{Matti}NL{Maija},
joten L{Matti} N L{Maija} # 0. Toisaalta L({Maija} N {Matti}) = L(0) = 0.
Oletamme, ettd Kalle on Matti ja Maija Virtasen ainoa lapsi. Télloin L{Matti} \
L{Maija} = {Kalle} ~ {Kalle} = (). Toisaalta L({Matti} ~ {Maija}) = L({Matti}) =
{Kalle}. O
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Joukkojen X ja Y valisista relaatioista R ja S voimme muodostaa uusia joukkojen X
ja Y valisia relaatioita joukko-operaatioiden avulla: RU .S, RN .S ja R~ S ovat joukkojen
X ja Y viilisii relaatioita ja samoin on (R kun komplementti on muodostettu perusjoukon
X x Y suhteen.

Jokaiseen relaatioon liittyy myos luonnollisella tavalla “kaannetty” relaatio, joka saa-
daan “kaantamalld” kaikki relaatioon kuuluvat jarjestetyt parit.

Olkoon R C X x Y joukkojen X ja Y vilinen relaatio. Relaation R kdanteisrelaatio

on joukkojen Y ja X valinen relaatio

R~ ={(y,2): (w,y) € R}.

Vaihtoehtoisella merkinnalla ilmaistuna kaanteisrelaation maéaritteleva ehto on seu-

raava.

Ry < yRz

Esimerkki Olkoot X ja Y ihmisjoukkoja. Merkitsemme L:114 joukkojen X ja Y vélista
relaatiota: yLz <= y on x:n lapsi. Talloin L~ on joukkojen Y ja X vilinen relaatio:

xL ™1y <= 2 on ym iiti tai isd. O

Jos relaatio on esitetty nuolikaavion avulla, niin saamme kaaviosta kaanteisrelaation
nuolikaavion “kaantamalla kaikkien nuolien suunnat”. Mikali relaatio R on esitetty tason
R x R pistejoukkona, niin saamme kaanteisrelaation relaation “peilikuvana” suoran y = x
suhteen.

Mainitsemme lopuksi eraita kaanteisrelaation ominaisuuksia.

Lause Kaikille R,S C X XY on voimassa
(a) (R7H) ™' =R

(b) (RUS)" ' =R tUuS—L.

(c) (RNS) 1 =R1tnS1L

(d) (R~S)"t =R 181

Todistus. Harjoitustehtava. O
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IT 2. Kuvaukset.

Havainnollisesti “kuvaus” joukolta X joukkoon Y tarkoittaa “vastaavuutta”, “saan-
toa”, “lakia” tai vain “luetteloa”, joka liittaa jokaiseen joukon X alkioon jonkun joukon
Y alkion. Jos karsimme téasta intuitiivisesta mielikuvasta pois kaiken epéaoleellisen, niin
jaljelle jaa seuraava idea: kuvaus “liittaa” jokaiseen alkioon x € X tasmalleen yhden al-
kion y € Y. Jos merkitsemme kuvausta symbolilla f, niin kdytdmme merkintdéd f(z) sille
yksikasitteiselle alkiolle, jonka f liittda alkioon .

“Funktio” on vaihtoehtoinen nimitys kuvaukselle. Termia “funktio” kaytetdan yleensa
“numeerisille kuvauksille” eli kuvauksille joltain joukolta joukolle R. “Reaalimuuttujan
reaalifunktio” on kuvaus f joukolta A joukolle R, missd A C R. Téllaista funktiota f
tutkitaan usein sen “kuvaajan” eli “graafin” avulla: f:n kuvaaja on tason R? osajoukko
{2, f(x)) : w € A}.

Matkimalla kuvaajan ideaa, saamme katevan koodauksen mielivaltaiselle kuvaukselle:

seuraava maaritelma yksinkertaisesti samaistaa kuvauksen sen “kuvaajaan”.

Maaritelma Kuvaus joukolta X joukkoon Y on sellainen joukon X x Y osajoukko f,

ettd jokaisella z € X on olemassa yksi ja vain yksi sellainen y € Y, ettéd (z,y) € f.

Kuvaus joukolta X joukkoon Y on siis joukkojen X ja Y valinen relaatio.
Kun f on kuvaus joukolta X joukolle Y, niin merkitsemme f : X — Y lisaksi

madrittelemme jokaisella x € X joukon Y alkion f(z) kaavalla

{f(@)} = flz}.

Sanomme, ettd f(x) on z:n kuva (tai kuva-alkio) kuvauksessa f (voimme myo6s puhua
“funktion f arvosta” alkiolla tai “pisteelld” tai “luvulla” z.

Panemme merkille, ettd kuvaus f : X — Y voidaan esittdd muodossa

f=A, f(z)):x e X}.

Jos f on kuvaus X — Y, niin kutsumme joukkoa X kuvauksen f mddritysjoukoksi tai

lahtojoukoksi ja joukkoa Y kuvauksen f maalijoukoksi.
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Koska kuvaus f : X — Y on joukkojen X ja Y vélinen relaatio, niin jokaiselle A C X
on médritelty kuvajoukko f(A) = {y € Y : I sellainen x € A, etté (z,y) € f}. Kayttdmal-

1a hyvaksi kuvauksen ominaisuuksia, saamme kuvajoukolle yksinkertaisemman lausekkeen.

f(A) ={f(a):aec A}.

Kuvauksen f : X — Y kidnteisrelaatio f~! ei yleensi ole kuvaus, mutta se on jouk-
kojen Y ja X vilinen relaatio, joten jokaiselle C' C Y on maédritelty kuvajoukko f=1(C);
sanomme, ettii joukko f~1(C) on joukon C alkukuva kuvauksessa f. Myos alkukuville

saadaan yleisen maaritelman antamaa yksinkertaisempi lauseke.

fHC)={zcX: flx)cC}.

Kuvauksen f arvojoukko on joukko

f(X)={f(z) 2z e X}.

Kuvauksen arvojoukko voi olla kuvauksen maalijoukon aito osajoukko. Sen sijaan
kuvauksen maaritelmasta seuraa, etta kuvauksen “alkuarvojoukko” on aina sama kuin

kuvauksen miiritysjoukko: kuvaukselle f : X — Y on voimassa f~}(Y) = X.

Esimerkki Voimme havainnoida kuvauksia nuolikaavioiden avulla.

(a) Edella tarkastelimme joukon [12] relaatiota y = x 4+ 2. Tamai ei ole kuvaus, silla jos

x = 11 tai x = 12, niin joukossa [12] ei ole sellaista alkiota y, ettd y = = + 2 (sama asia

yksinkertaisemmin: 13 ¢ [12] ja 14 & [12]).
Voimme kuitenkin tarkastella samaa

relaatiota R = {(z,y) € [12] x [12] : y = = + 2}

joukkojen [10] ja [12] vilisen& relaationa

ja talloin kyseessd on kuvaus [10] — [12].

Saamme kuvaukselle nuolikaavion

muuntamalla hieman aikaisempaaa kaaviota:
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(b) Jos mééarittelemme kuvauksen f : [7] — {a,b,c,d, e} alla olevalla nuolikaaviolla, niin

voimme lukea kuviosta esimerkiksi seuraavat tiedot:

F({5,7}) = {e}
f({1,2}) = {a, b}
71 ({e}) = {3.4,6}
f~t{a,b,e}) ={1,2,5,7}

Totesimme edella, ettd kuvajoukon muodostaminen relaation suhteen ei aina “sailyta
joukko-operaatioita”: saattaa olla voimassa R(AN B) & R(A) N R(B) tai R(A N B) 2
R(A) ~ R(B). Nain voi kdiydd my6s kuvauksen tapauksessa. Sen sijaan alkukuvan muo-

dostaminen “sailyttaa joukko-operaatiot”.

Lause Olkoon f : X — Y. Talloin kaikilla C, D C'Y on voimassa
(i) f~H(CuD)=f=HC)u f~H(D).
(ii) f~HC D) = f~HC)N fH(D).
(iii) f~HC N\ D) = f7HC) N f7HD).
Todistus. Todistamme esimerkin vuoksi kohdan (iii) ja jatdmme kohtien (i) ja (ii) todis-

tukset harjoitustehtaviksi.

refHOND)<= f(x)€C~D
= f(z) eCAf(z) €D
=aefHCO) Nz g fTH(D)
ez fHO)~ D). O

Panemme merkille, etta kuvauksille f : X — Y jag: Z — V on voimassa f C g jos
ja vain jos X C Z ja f(x) = g(x) jokaisella € X. Jos on voimassa f C g, niin sanomme,
ettd g on kuvauksen f jatke ja f on kuvauksen g rajoittuma.

Olkoon f kuvaus X — Y ja A C X. Kuvauksen f rajoittuma joukkoon A on relaatio
fN(AxY); merkitsemme téta relaatiota symbolilla f|A. Rajoittuma f|A on se kuvaus
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g: A —Y, joka maaraytyy ehdosta: g(a) = f(a) jokaisella a € A. Kuvaus f on kuvauksen
f|A jatke.

Kuvaukset maaraytyvat usein jonkun saannon nojalla, joka maaraa kuva—alkion ku-
vattavan alkion avulla. Esityksen yksinkertaistamiseksi jatamme seuraavassa usein ku-
vauksen nimeamatta ja viittaamme siihen esittamalla sen saannon, josta kuvaus maaray-

tyy. Voimme esimerkiksi puhua luonnollisten lukujen joukossa N maéritellysta kuvauksesta
n—mn-+1
kun tarkoitamme sitd kuvausta f : N — N, jolle f(n) =n + 1 jokaisella n € N.
IT 3. Kuvausten ominaisuuksia. Kaanteiskuvaus.

Maarittelemme nyt eraita tarkeitd kuvausten ominaisuuksia kuvauksen “sdikeiden”
avulla. Kun f on kuvaus X — Y ja y € Y, niin kutsumme yksion {y} alkukuvajoukkoa

f~Huy} alkion y sdikeeksi kuvauksen f suhteen.

Maaritelma Olkoot X ja Y joukkoja. Kuvaus f: X — Y on

(i) injektio, mikili joukossa f~1{y} on korkeintaan yksi alkio jokaisella y € Y.
(i) surjektio, mikili joukossa f~'{y} on ainakin yksi alkio jokaisella y € Y.
(iii) bijektio, mikali joukossa f~1{y} on tidsmilleen yksi alkio jokaisella y € Y.

Voimme luonnehtia naita ominaisuuksia seuraavilla tavoilla.
Kuvaus f on injektio jos ja vain jos kaikilla x, z € X pdtee, ettd jos x # z, niin f(x) # f(2)
(“mitkddn kaksi X :n alkiota eivdt kuvaudu samalle Y :n alkiolle”).
Kuvaus f surjektio jos ja vain jos jokainen Y :n alkio on jonkun X :n alkion kuva (eli jos
ja vain jos f(X)=Y).

Kuvaus f on bijektio jos ja vain jos f on sekd injektio ettd surjektio.

Esimerkkeja (a) Joukon X identtinen kuvaus idx on bijektio X — X.

(b) Kuvaus z — x 4+ 1 on bijektio parillisten luonnollisten lukujen joukosta {0,2,4,...}
parittomien luonnollisten lukujen joukkoon {1,3,5,...}.

(¢) Kuvaus x — z + 1 on injektio N — N, mutta se ei ole surjektio, koska 0 ei ole minkd&an
alkion kuva.

(d) Kuvaus a +— {a} on injektio A — P(A) jokaisella joukolla A.
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Esimerkki Néaytdmme, ettd millddn joukolla X ei ole olemassa surjektiota X — P(X).

Todistus. Olkoon X joukko ja olkoon ¢ kuvaus X — P(X). Osoitamme, ettd ¢ ei ole
surjektio.

Merkitsemme A = {x € X : = ¢ ¢(z)}. Naytdmme, ettd A ¢ ¢(X). Teemme vasta-
véitteen: on olemassa sellainen z € X, ettd ¢(z) = A. Tarkastelemme kahta mahdollista
tapausta ja toteamme, ettd kumpikin johtaa ristiriitaan.

Tapaus 1° z € A. Talloin z € ¢(z) ja A:n méadritelmé osoittaa, ettd z ¢ A — ristiriita.
Tapaus 2° z ¢ A. Talloin z € ¢(z) ja A:n méadritelmé osoittaa, ettd z € A — ristiriita.
Koska kumpikin kahdesta mahdollisesta eri tapauksesta johti ristiriitaan, vastavaite

on vaard ja on voimassa A € ¢(X). O

Maaritelmén nojalla kuvaus f : X — Y on injektio jos ja vain jos f on bijektio

X — f(X). Voimme myo6s luonnehtia injektioita seuraavasti.

Lause Kuvaus f : X — Y on injektio jos ja vain jos f:n kiinteisrelaatio f~! on kuvaus

Todistus. Koska f = {(z, f(z)) : x € X}, on voimassa f C X X f(X) ja tédten edelleen

f~tc f(X)x X. Niin ollen f~! on kuvaus f(X) — X, jos ja vain jos jokaisella y € f(X)

joukossa f~'{y} on tiismilleen yksi alkio. Titen on voimassa:

f on injektio <= (z # 2 = f(z) # f(2))
<= Vy € f(X) 3 tédsmilleen yksi sellainen = € X, ettd f(x) =y
= Vy € f(X) joukossa f~*{y} on tismilleen yksi alkio

<= f~!on kuvaus f(X) — X. O

Seuraus Kuvaus f : X — Y on bijektio jos ja vain jos f:n kiéinteisrelaatio f~! on kuvaus

Y — X.

Todistus. Vilttimdttomyys. Jos f on bijektio, niin f(X) = Y ja relaatio f ! on edellisen
lauseen nojalla kuvaus ¥ — X.

Riittdvyys. Oletamme, etté relaatio f~! on kuvaus Y — X. Tillsin kuvaus f on edellisen
lauseen nojalla injektio. Lisdksi kuvaus f on surjektio, silla jos y on Y:n alkio, niin voimme

merkitd x = f~!(y), jolloin on voimassa z € X jaz f~lyeliyfzeliy= f(x). O
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Jos kuvauksen f : X — Y kiinteisrelaatio f~! on kuvaus Y — X, niin kutsumme
kuvausta f~! kuvauksen f kddnteiskuvaukseksi. YIl& olevan tuloksen nojalla kuvauksel-
la on kadnteiskuvaus jos ja vain jos kuvaus on bijektio. Annamme nyt vaihtoehtoisen

luonnehdinnan kianteiskuvaukselle.

Lause Kuvaus g : Y — X on kuvauksen f : X — Y kaanteiskuvaus jos ja vain jos

jokaisella x € X on voimassa g(f(x)) = = ja jokaisella y € Y on voimassa f(g(y)) = y.

Todistus. Vilttimdttomyys. Oletamme, ettd on voimassa ¢ = f~!. Talléin f on edellisen
seurauslauseen nojalla bijektio. Jokaisella x € X on voimassa g(f(z)) = z, koska x €
f~Hf(x)} = g{f(x)}. Toisaalta jokaisella y € Y on voimassa f(g(y)) = y, koska fm
surjektiivisuuden nojalla pitee, etti y € f(f~{y}) eli y € f(g{y}).

Riittdvyys. Oletamme, ettéd jokaisella z € X on voimassa g(f(z)) = z ja jokaisella y € Y
on voimassa f(g(y)) = y. Talléin kaikille x € X ja y € Y on voimassa, ettd jos f(z) =y,

niin ¢(y) = g(f(x)) = x ja myo6s, ettéd jos ¢g(y) = x, niin f(z) = f(g(y)) = y. Néin ollen
kaikilla x € X ja y € Y on voimassa

flx)=y<=gly)=2z eli (r,y)ef+=(y,x)€g.

Taméi merkitsee sitd, ettd on voimassa g = f~1. O

Jos kutsumme kuvausta f funktioksi ja jos f:1la on kadnteiskuvaus, niin kutsumme

sita yleensad f:n kadnteisfunktioksi.

Esimerkki Maarittelemme funktiot f,g: R — R kaavoilla

f2) =2 ja g(a)= ¥z

Talloin jokaisella r € R on voimassa

flg(r) = (¥/r)> =7 ja g(f(r)=Vri=r.
Edellisen lauseen nojalla f ja g ovat toistensa kaanteisfunktioita. Tasta seuraa aikaisem-
man lauseen nojalla, etta f ja g ovat bijektioita R — R. O

Edellisen kaanteiskuvauksen luonnehdinnan avulla voimme helposti todistaa seuraa-

van hyodyllisen “bijektioiden yhdistamislauseen”.
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Seuraus Olkoot f : X — Y jag:Y — Z bijektioita. Talloin kaavan h(x) = g(f(z))

maarittelema kuvaus on bijektio X — Z.

Todistus. Méiérittelemme kuvauksen ¢ : Z — X kaavalla £(z) = f~1(g71(z)). Osoitamme
edellisen lauseen avulla, ettd £ on h:n kdanteiskuvaus.
Olkoon x € X. Edellisen lauseen nojalla pitee, etti ¢~ 1(g(f(z)) = f(z)ja f~1(f(z)) =

x. Taten on voimassa

Olkoon z € Z. Edellisen lauseen nojalla pitee, ettd f(f~1(g71(2))) = g (2) ja

g(g~1(2)) = 2. Téten on voimassa

Edellisen lauseen nojalla £ on h:n kdanteiskuvaus. Tésta seuraa, ettéd h on bijektio. O

II 4. Asrelliset joukot. Joukon koko.

Maéérittelimme edelld joukon N osajoukot [n] = {1,...,n}. Panemmme merkille, etti
joukossa [0] = 0 ei ole yhtaén alkiota, joukossa [1] = {1} on yksi alkio, joukossa [2] = {1, 2}
kaksi, joukossa [3] = {1, 2,3} kolme, ja yleisesti, joukossa [n] = {1,2,...,n} on n alkiota.
Téamén ominaisuuden vuoksi voimme kéyttad joukkoja [n] “mittatikkuina”, joiden avulla
maaritdmme erdiden muiden joukkojen “kokoa” eli alkioiden lukumaaraa.

Koon mittaamisessa voimme kayttaa hyvaksi bijektioita. Ndemme esimerkiksi, etta
joukoissa {a,b,c,d,e} ja {h,i,j,k,l} on sama méaard alkioita, koska on olemassa yksi—
yhteen vastaavuus naiden joukkojen alkioiden valilla, kuten vaikkapa a < [, b < k, c < j,
d < i ja e <> h; toisin sanoen, koska on olemassa bijektio {a, b, c,d,e} — {h,i,7j,k,1}.

Yhdistamalla edelliset kaksi ideaa paadymme yrittamaan seuraavaa: pyrimme méaa-
rittiméaan joukon A koon 16ytdmélld sopivan luonnollisen luvun n ja bijektion [n] — A.
Kohtaamme tasséa kaksi ongelmaa: tuollaista lukua n ei valttamatta 16ydy ja vaikka 16y-
tyisi, ei ole itsestaanselvaa, ettd kyseinen luku on yksikasitteinen. Jalkimmainen ei ole
todellinen ongelma, mutta edellinen on; tasta syysta joudumme rajoittamaan “mitatta-

vien” joukkojen luokkaa.

28



Maaritelma Joukko X on ddrellinen, mikéli jollain n € N on olemassa bijektio [n] — X.

Jos X ei ole aarellinen, niin sanomme, etta X on dareton.

Koska bijektion kaanteiskuvaus on bijektio, joukko X on &aarellinen jos ja vain jos
jollain n € N on olemassa bijektio X — [n].

Koska identtinen kuvaus on bijektio joukolta itselleen, ndemme ettd joukot [n]| ovat
aarellisid. Erityisesti, tyhja joukko [0] on &drellinen. Myo6s jokainen yksi6 {a} on &érellinen,
silld ehto 1 — a madrittelee bijektion [1] — {a}.

Todistamme nyt ettd bijektioita [n] — A voi olla olemassa vain yhdella n € N. Tarvit-
semme tahan aputulosta, jonka todistus perustuu seuraavaan luonnollisten lukujen omi-
naisuuteen (kyseessd on induktioperiaatteen yleinen muoto):

— Jokaisessa N:n epdtyhjissa osajoukossa on pienin luku.
Lemma Olkoot n,k € N ja k < n. Télloin ei ole olemassa injektiota [n] — [k].

Todistus. Meidan on osoitettava, etta joukko
A = {n € N: J injektio [n] — [k] jollain k& < n}

on tyhja. Teemme vastavaitteen: on voimassa A # ().

Y14 mainitun induktioperiaatteen nojalla on olemassa sellainen luku m € A, etta
m < n jokaisella n € A. Koska m € A, on olemassa k < m ja injektio ¢ : [m] — [k].
Panemme merkille, ettd on voimassa k > 0 (koska m > k > 0 ja on olemassa kuvaus
[m] — [k]). Mé&é&rittelemme nyt kuvauksen 1 : [m — 1] — [k] seuraavasti. Jos on voimassa
k & ¢(Jm — 1]), niin valitsemme :ksi rajoittumakuvauksen ¢|[m — 1]. Mikéli on olemassa
sellainen i € [m — 1], ettd ¢(i) = k, niin méérittelemme kuvauksen 1 asettamalla (i) =
o(m) ja ¥(j) = ¢(j) jokaisella j # i. Néemme helposti, ettd molemmissa tapauksissa
kuvaus v on injektio [m — 1] — [k — 1]. Tést4 seuraa, ettd on voimassa m — 1 € A, mutta
taméa on ristiriidassa luvun m minimaalisuusominaisuuden kanssa. Téaten vastaviite on

vaari ja on voimassa A = (. O
Lause Kun A on &érellinen joukko, niin vain yhdelli n € N on olemassa bijektio [n] — A.

Todistus. Teemme vastavaitteen: on olemassa sellaiset luonnolliset luvut n ja k, etta
k < n ja on olemassa bijektiot f : [n] — A ja g: [k] — A. Kuvaus g~ ! on bijektio A — [k]

ja voimme maééritelld kuvauksen h : [n] — [k] kaavalla h(i) = g~ '(f(i)). Bijektioiden
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yhdistdmislauseen nojalla h on bijektio [n] — [k]. Tadmé on kuitenkin ristiriidassa edellisen

lemman kanssa. O

Olkoon A aarellinen joukko. Kaytamme edellisen lauseen yksikésitteiseksi todistamas-
ta luvusta n merkintd |A| (“A:n alkioiden lukumddrd tai “A:m koko”). Kun |A| =n > 0,
niin voimme esittdd joukon A muodossa A = {aq,...,a,}: asetamme a; = (i) jokaisella
i € [n], kun ¢ on bijektio [n] — A.

Kun A on &aérellinen joukko ja |A| = n, niin sanomme, ettd A on n-joukko tai n-
alkioinen joukko. Kéytdmme seuraavassa sekd merkintdd “|B| = n” ettd sanontoja “B on
n—joukko” ja “B on n-alkioinen joukko” lyhennyksena ilmaisulle “B on aarellinen joukko
ja n on luonnollinen luku, jolle on voimassa |B| = n”.

Tyhja joukko on ainoa 0—joukko. Yksio on sama asia kuin 1-joukko. Jokaisella n € N

on voimassa |[n]| = n, koska joukon identtinen kuvaus on aina bijektio joukolta itselleen.

Osoitamme nyt, etta joukkojen valinen bijektio “sailyttda” joukkojen darellisyyden ja

niiden koon.

Lause Olkoot A ja B sellaisia joukkoja, ettd on olemassa bijektio A — B. Jos joko A tai

B on &érellinen, niin téllbin sekd A ettd B ovat darellisid ja on voimassa |A| = |B).

Todistus. Olkoon f bijektio A — B.

Oletamme, ettd joukko A on &arellinen. T&ll6in on olemassa n € N ja bijektio ¢ :
[n] — A. Ndemme helposti, ettd kaavan h(k) = f(p(k)) madrittiméa kuvaus h on bijektio
[n] — B. Téten B on &éirellinen ja on voimassa |B| =n = |A].

Koska kuvaus f~! on bijektio B — A, edell esitetysti seuraa, etti jos B on #drellinen,

niin talléin A on &dérellinen ja |A| = |B|. O

Seuraavaksi osoitamme, ettd airellisten joukkojen osajoukot ovat aarellisia. Todis-

tamme tdméan ensin joukkojen [n], n € N, osajoukoille.

Lemma Olkoon n luonnollinen luku ja olkoon A joukon [n] aito osajoukko. Télléin jollain

k < n on olemassa bijektio [k] — A.

Todistus. Merkitsemme FE:lla niiden lukujen n € N muodostamaa joukkoa, joilla on ole-
massa sellainen A G [n], ettd millddn k& < n ei ole olemassa bijektiota [k] — A. Haluamme

osoittaa, ettid on voimassa F = ().

30



Kaytamme jalleen epasuoraa todistusta ja induktioperiaatetta. Oletamme, ettd E #
(). Induktioperiaatteen nojalla joukossa E on pienin luku m. Koska m € E, on olemassa
sellainen joukko A & [m], ettd milldén k < m ei ole olemassa bijektiota [k] — A. Koska
tyhjalla joukolla [0] ei ole aitoja osajoukkoja, on voimassa m > 0 ja koska m on joukon E
pienin luku, on voimassa m — 1 ¢ E.

Merkitsemme B = AN[m — 1] eli B = A~ {m}. Jos olisi voimassa B = [m — 1],
niin talldin olisi voimassa A = [m — 1] ja identtinen kuvaus olisi bijektio [m — 1] — A,
ristiriidassa joukon A ominaisuuden kanssa. Néin ollen on voimassa B & [m — 1]. Koska
m —1 ¢ E, on olemassa £ < m — 1 ja bijektio ¢ : [(] — B. Edellisesta seuraa, ettd on
voimassa B # A eli m € A. Jatkamme nyt kuvauksen ¢ kuvaukseksi @ : [( + 1] — A
asettamalla @(¢ 4+ 1) = m. Néemme helposti, ettd @ on bijektio [¢ 4+ 1] — A, mutta tdméa
on ristiriidassa joukon A ominaisuuden kanssa, koska ¢ 4+ 1 < m.

Vastaviite johti ristiriitaan, joten se on vaara ja on voimassa E = (). O

Lause Olkoon A &darellinen joukko ja olkoon B A:n aito osajoukko. Talloin B on darel-
linen ja |B| < |A|.

Todistus. Koska A on dérellinen, on olemassa n = |A| ja bijektio f : A — [n]. Merkitddn
C = f(B)={f(b):be B}. Koska f on bijektio ja B & A, on voimassa C' & [n]. Edellisen
lemman nojalla on olemassa k < n ja bijektio g : C' — [k]. Kuvaus ¢ : B — [k], missi
o(b) = g(f(b)) jokaisella b € B, on bijektio. Téten B on aarellinen ja |B| = k < n = |A].
O

Todistamme seuraavaksi tarkean “summalauseen”.

Lause Olkoot A ja B keskendan erillisia darellisid joukkoja. Télloin joukko A U B on

adrellinen ja

|AUB| = |A| +|B|.

Todistus. Olkoon |A| = n ja |B| = k ja olkoot ¢ : [n] — A ja ¢ : [k] — B bijektioita.
Madrittelemme nyt kuvauksen 0 : [n + k] — A U B seuraavasti: (i) = ¢(i) jos i < n ja
0(i) = (i — n) jos i > n. Ndemme helposti, ettd 6 on bijektio [n + k] — AU B. O

Seuraus Olkoon A darellinen joukko ja B C A. Télloin

|AN B| = |A| —|B] .
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Todistus. Aérellisen joukon A osajoukot B ja A~ B ovat darellisié; lisiksi ne ovat erillisié,
joten edellisen lauseen nojalla on voimassa |B|+ |A N\ B| = |BU (A \ B)| = |AJ; tésta
seuraa yhtalo |A N\ B|=|A|—|B|. O

Seuraus Olkoot A ja B aarellisia joukkoja. Talloin joukko AU B on aéarellinen ja

|AUB| = |A|+ |B|—-|ANB|.

Todistus. On voimassa AU B = AU (B \ A) ja téstd seuraa edellisten tulosten nojalla,
koska joukot A ja B~ A ovat aérellisia ja AN (B~ A) =0, ettd joukko AU B on dérellinen
ja |[AUB| = |A|+ |B~ A|. Koska BN A =B~ (ANB)ja AN B C B, niin edellisen

seurauslauseen nojalla on voimassa |B \ A| = |B| — |A N B| . Niinollen on voimassa
|[AUB| = |A|+|B~A|=|A|+ |B| - |AN Bj. O

Edellisia kahden joukon yhdisteen kokoa koskevia tuloksia on helppo yleistaa kolmelle,
neljalle, viidelle,... joukolle. Jos esimerkiksi A, B ja C' ovat kesken&an erillisia aarellisia
joukkoja, niin talléin AU B on aikaisemman nojalla |A| + | B|-joukko; soveltamalla tulosta
toistamiseen, ndemme ettd joukko (AU B) U C, eli joukko AUBUC on |A| + |B| + |C|-
joukko. Kayttamalla hyvaksi tata kolmea joukkoa koskevaa tulosta naemme vastaavalla
tavalla, ettd jos jos joukot A, B,C' ja D ovat keskendén erillisia aarellisia joukkoja, niin
AUBUCUD on |A| + |B| + |C| + | D|-joukko.

Koska voimme jatkaa edellista paattelya loputtomiin, tuntuu itsestdan selvalta, etta
seuraava tulos on voimassa: jos n € N ja jos joukot Aq, As, ..., A,, ovat keskendén erillisia
aarellisid joukkoja, niin joukko A3 U Ay U---U A,, on ddrellinen ja [A; UAs U---UA,| =
|Aq| + |A2|+ - - -+ |A,|. Jos kuitenkin haluamme todistaa tuon tuloksen tasmaéllisesti, niin
emme voi vedota siihen, ettd “voimme jatkaa edellista paattelya loputtomiin”. Tasmalli-
seen todistukseen tarvitsemme jo aikaisemmin pari kertaa kohtaamaamme “induktioperi-
aatetta”.

[lmaisemme erillisten joukkojen yhdisteeseen liittyvan tuloksen yleisessa muodossa
kayttamalla yleistettyja yhdistys- ja summamerkintoja. Teemme seuraavat sopimukset

koskien “tyhjad summaa” ja “tyhjad yhdistettd”: Y, 7 = 0 ja (J;cp Ai = 0.
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Lause Olkoon I aarellinen joukko ja olkoot A;, i € I, keskenaén erillisid darellisid jouk-

koja. Talloin joukko | J,.; A; on dérellinen ja

‘UAZ‘ZZVM

el iel

el

Todistus. Kaytamme epasuoraa paattelya ja induktioperiaatetta samaan tapaan kuin
kahdessa aikaisemmassa todistuksessa: teemme vastavaitteen ja merkitsemme m:lla pie-
nintd luonnollista lukua |I], missd I on aédrellinen indeksijoukko, jota vastaa sellainen
kokoelma keskenaén erillisia darellisid joukkoja A;, ¢ € I, etté lauseen johtopadtos ei to-
teudu.

Panemme merkille, ettd on voimassa I # () (ylla tekemiemme sopimusten nojalla).
Olkoon ¢ joukon [ alkio. Merkitsemme J = I\ {¢}. Télléin on voimassa |J| = |I|—|[{¢}| =
m — 1, joten lauseen johtopaatos toteutuu joukoille A;, j € J. Téten joukko |

jeJAJ' on

aérellinen ja |J..; 45| = > jes |Ajl. Mutta nyt A, ja (J;c; A; ovat keskenddn erillisid

jeJ
aarellisia joukkoja, joten joukko A, U UjeJ Ay, eli joukko (J,c; As, on dérellinen ja on

volmassa

Al =140+ | U 4] =140+ 31451 = 1Al

iel jeJ jeJ iel

Tama on kuitenkin ristiriidassa joukkojen A;, i € I, oletetun ominaisuuden kanssa. O
Seuraus Aérellisen monen éérellisen joukon yhdiste on éérellinen.

Todistus. Olkoot Ay, ..., A, aarellisid joukkoja. Merkitsemme By = A Uf:_ll A; jokai-
sella k = 1,...,n (huomaa, ettd B; = A;, koska Uf:_ll A = U;cp Ai = 0). Jokaisella k < n
joukko By on &arellisen joukon Ay osajoukkona &darellinen. Kaikilla 1 < j < £k < n on
voimassa B; C A; ja By N A; =0, joten joukot B; ja By, ovat erilliset. Edellisen lauseen
nojalla joukko (J;_; B; on dérellinen.

Panemme lopuksi merkille, ettd on voimassa U?Zl B, = U?:l A;. Koska B, C Ay
jokaisella k = 1,...,n, on voimassa (J;—_; B; C U, A;. Toisaalta on voimassa |J;_, A; C
Ui, B, silld jos = € |J;_, A;, niin epatyhjassi joukossa {i <n:x € A;} on pienin luku

m ja télle patee, ettd z € A, | A; = B,,. O

<m
Edellisen lauseen avulla voimme my0s laskea kahden aarellisen joukon karteesisen

tulon koon.
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Lause Olkoot A ja B dérellisid joukkoja. Talloin joukko A X B on &arellinen ja

|Ax B|=|A|-|B|.

Todistus. Voimme esittié tulojoukon Ax B yhdisteené | J, . 4 ({a}xB). Joukot {a}xB =
{(a,b) : b € B}, a € A, ovat keskenéén erillisiad. Jokaisella a € A, joukko {a} x B on |B|-
joukko, koska kuvaus b — (a, b) on bijektio B — {a} x B. Edellisen lauseen nojalla joukko

Uaea ({a} x B), eli joukko A x B, on #érellinen ja on voimassa

[AxB|=Y |{a} xB|=) |B|=|A-|B]. ©O

a€cA acA

Maaritamme myohemmin erilaisten aarellisten joukkojen kokoja, kunhan saamme
kayttoomme tarvittavia apuvalineitd. Esimerkiksi seuraavassa luvussa maaritdmme aa-

rellisen joukon potenssijoukon koon kayttamalla hyvaksi sopivaa induktioperiaatetta.
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III. INDUKTIO.
IIT 1. Induktiotodistus.

“Induktio” tarkoittaa johtopaatosten tekemista “yksityisesta yleiseen”.
Tama menetelma ei sindnsa toimi matematiikassa: yksittaisten esimerkkien nojalla e:

voida todistaa yleisia tuloksia.

Esimerkki Vanhan kiinalaisen “teoreeman” mukaan patee, etta

— jos luonnollinen luku n jakaa luvun 2" — 2, niin n on alkuluku.

Kiinalaiset matemaatikot varmistivat tuloksen 2500 vuotta sitten monille n:n arvoille
ja paattelivat, etta tulos patee yleisesti. Myohemmin on varmistettu, etta vaite patee
jokaiselle n = 1,2, ..., 300.

Kuitenkin luku 341 = 11-31 jakaa luvun 23*' —2: kiyttamalld hyviksi sité tulosta, etts

luku k& —1 jakaa luvun k™ — 1 jokaisella n = 1,2, ... (“geometrisen summan” kaavan nojalla

on voimassa ¥ = = 1+k+---+k"~1), niemme ettd on voimassa (21°)3—1 = N-(219-1),

missa /N on kokonaisluku. Nain ollen on voimassa:
2341 —9— 2(2340 . 1)
— 2((210>34 _ 1)
=2(N- (2" -1))
=2-N-1023=2-N-3-341.
“Teoreema” ei siis pade yleisesti. O
Edellisen kaltaisista esimerkeista huolimatta matematiikassa on pateva todistusmene-
telma, jota kutsutaan “matemaattiseksi induktioksi” tai “induktioperiaatteeksi”.
Edella nimitimme “induktioperiaatteeksi” seuraavaa tulosta, joka tunnetaan myos

“luonnollisten lukujen hyvinjarjestyslauseena”. Otamme tuloksen kayttoon ilman todis-

tusta, yhtena luonnollisten lukujen teorian perusolettamuksista eli aksiomeista.
Induktioaksioma: Jokaisessa joukon N epétyhjassa osajoukossa on pienin luku.

Johdamme seuraavassa induktioaksiomasta eraitd muunnelmia, jotka varsinaisemmin
. N D " o - e
liittyvat “induktiopaattelyyn”. Ensimmainen muunnelmamme on viela sangen yleista

muotoa.
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Lause (Yleinen induktioperiaate) Olkoon A joukon N osajoukko ja olkoon P sellainen
luonnollisten lukujen ominaisuus, etta jokaiselle luvulle a € A patee, etta luvulla a on
ominaisuus P, mikali jokaisella lukua a pienemmalld joukon A luvulla on ominaisuus P.

Talloin jokaisella A:n alkiolla on ominaisuus P.

Todistus. Merkitsemme B = {n € A : n:lla ei ole ominaisuutta P}. On osoitettava, ettd
B = (). Teemme vastavaitteen: B # (). Induktioaksioman nojalla joukossa B on pienin
luku a. Koska B:ssa ei ole a:ta pienempia lukuja, B:n maaritelmasta seuraa, etta jokaisella
a:ta pienemmalld A:n alkiolla on ominaisuus P. Tésta seuraa ominaisuutta P koskevan
oletuksen nojalla, etta a:lla on ominaisuus P; tdméa on kuitenkin ristiriidassa sen kanssa,

ettd a € B. Vastaviite johti ristiriitaan, joten se on vaara. Taten on voimassa B = (. O

Olkoon P luonnollisten lukujen ominaisuus ja n luonnollinen luku. Otamme kaytt6on
merkinndn P(n) osoittamaan, ettd luvulla n on ominaisuus P. Télldin voimme kirjoittaa

edellisen lauseen ominaisuutta P koskevan oletuksen muotoon
(Va € A) [((Vb cA)(b<a= POb))= P(a)].

Toteamme, ettd jos a on joukon A pienin luku, niin {b € A : b < a} = 0, joten yll&
hakasuluissa oleva lauseke pétee luvulle a jos ja vain jos P(a).

Edellinen lause sisaltaa induktioperiaatteen hyvin yleisessa muodossa ja siitd voidaan
helposti johtaa periaatteelle eri muunnelmia. Ennen kuin esitdmme “varsinaisia” induk-

tioperiaatteita, tarkastelemme eraita valaisevia esimerkkeja.

Esimerkki Kun kuuluisa matemaatikko C.F. Gauss oli (1700-luvun lopussa) alakoulus-
sa, opettaja yritti kerran vaientaa luokan vahaksi aikaa antamalla oppilaille tyolaan teh-
tavan: laskea yhteen sata ensimmaista positiivista kokonaislukua. Gauss pilasi opettajan
yrityksen viittaamalla melkein samantien ja kertomalla, ettd summa on 5050. Opettajan
ihmeteltya Gaussin nopeutta tdma kertoi kdyttaneensa seuraavaa yksinkertaista paattelya:
han oli mielessian muodostanut summan kahteen kertaan ja han oli ryhmitellyt kaksin-

kertaisen summan termit seuraavasti:
(1+2—|—- . '—|—99—|—100)—|—(100—|—99+~ . ~—|—2+1) = (1+100)+(2+99)+- . -+(99+2)+(100—|—1) .

Oikealla jokainen suluissa oleva kahden luvun summa on 101 ja sulkutermeja on 100
kappaletta. Taten kaksinkertainen summa on 100 - 101 = 10100 ja kysytty summa on
1 - 10100 = 5050.
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Tuntuu ilmeiselta, ettd voimme soveltaa samaa paattelya n:n ensimmaéisen positiivisen

kokonaisluvun summaan ja saamme tulokseksi

n(n+1) .

1+2+...—|—n: 2

Valitettavasti tama paattely ei ole suoraan formalisoitavissa kelvolliseksi matemaattiseksi
todistukseksi, joka antaisi mainitun kaikkia positiivisia kokonaislukuja koskevan tuloksen.
Voimme kuitenkin vedota induktioperiaatteeseen ja todistaa tuloksen seuraavaan tapaan:

(i) Toteamme, etté tulos pétee arvollan =0 (koska 14+2+---+0=>, 4k =0=%).

(ii) Osoitamme, etté jos tulos pétee luvulle n, niin se patee myos luvulle n + 1

(tdmé& on nyt voimassa, silla jos pétee, ettd 1 +24---n = n(n;l), niin talloin patee, etta

L2 o (1) = (142 ) (1) = 254 (1) = (3+1) (n+1) = L2,

(iii) Paattelemme induktioperiaatteen nojalla, etté tulos pétee jokaisella n € N.

Esimerkki Voimme havainnollistaa edelld kuvailtua induktioperiaatetta seuraavan “do-
minovertauksen” avulla:

Ajattelemme, ettd dominopalikoita on asetettu jonoon tasavilein kuten alla ylarivilla.
Jos ensimmainen palikka kaadetaan, niin se kaataa toisen, joka puolestaan kaataa kolman-
nen, joka kaataa neljannen, jne. Induktioperiaate sanoo, etta kaikki dominot kaatuvat,
vaikka niitéd olisi ddrettomén monta (talldin tosin kaikkien kaatumiseen kuluisi “Aéreton

aika”). “Lopulta” oltaisiin siis alarivin tilanteessa.
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Muotoilemme nyt edellisissa esimerkeissa kuvaillun induktioperiaatteen tasmallisesti.

Lause (Ensimmdinen induktioperiaate) Olkoon P sellainen luonnollisten lukujen ominai-
suus, etta on voimassa:

1° P(0).

2° (Vn e N) (P(n) = P(n+1)).

Télléin on voimassa (¥Yn € N)P(n).

Todistus. Kun valitsemme edellisessa lauseessa joukoksi A joukon N, niin ominaisuus P
toteuttaa lauseessa tehdyn oletuksen, koska ehdon 1° nojalla on voimassa P(0) ja koska
ehdosta 2° seuraa, etté jokaisella a > 0 on voimassa P(a — 1) = P(a). Lauseen nojalla on

voimassa (Vn € N)P(n). a

Huomaamme, ettd voimme ilmaista ehdon 2° ylla myos seuraavasti:

(Vn>0)[P(n—1)= P(n)] .

“Todistus induktiolla n:n suhteen” suoritetaan seuraavasti:
1° Todistamme (tai toteamme), ettd luvulla 0 on ominaisuus P (“Induktion alku”).

2° Mielivaltaiselle n € N oletamme, ettd luvulla n on ominaisuus P (“Induktio-oletus”) ja

todistamme tdmén oletuksen avulla, ettd luvulla n+ 1 on ominaisuus P (“Induktioaskel’).

3° Johtopddtoksend (induktioperiaatteen nojalla) on, ettd jokaisella luonnollisella luvulla

on ominaisuus P.

Esimerkki Aikaisemmassa esimerkissé totesimme, ettd jos P(n) tarkoittaa yhtélon 1+
e tn o= w voimassaoloa, niin ylla olevat ehdot 1° ja 2° toteutuvat. Téaten ehto
P(n) toteutuu jokaisella n € N ensimmaéisen induktioperiaatteen nojalla. Nyt olemme siis
todistaneet sen edella havaitsemamme tuloksen, etta

n(n+1)

1+2+---+n:T jokaisellan € N. O
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Dominovertauksen avulla ndiemme hyvin selvasti, miten tarkeaa induktiotodistuksessa

on osoittaa, ettd induktioaskel P(n) = P(n + 1) pétee jokaisella n € N:

[~
[w
[
[
[
[~
[
[©
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Voimme helposti todistaa induktioperiaatteelle eri tilanteisiin soveltuvia muunnelmia.
Voimme esimerkiksi aloittaa induktion luvun 0 asemasta jostakin luvusta m > 0: jos
korvaamme ehdot 1° ja 2° ehdoilla 1% P(m) ja 2% (Vn > m)[P(n) = P(n+ 1)], niin
saamme johtopadtokseksi (Vn > m)P(n).

Mainitsemme erikseen vain seuraavan induktioperiaatteen muunnelman; tama periaa-
te on muodollisesti vahvempi kuin 1. induktioperiaate, koska siind on induktio-oletuksen

P(n) vastineena vahvempi ehto (Vk < n)P(k).

Lause (Toinen induktioperiaate) Olkoon P sellainen Iuonnollisten lukujen ominaisuus,
etta on voimassa:
1* P(0).
92* (Vn € N) (((Vk <n) P(k)) = P(n + 1)).
Télléin on voimassa (Yn € N)P(n).

Todistus. Merkitsemme @:114 luonnollisten lukujen ominaisuutta Q(n) <= (Vk < n) P(k).
Té&ll6in Q(0) <= P(0), joten @ toteuttaa 1. induktioperiaatteen ehdon 1°; lisdksi @ to-

teuttaa ehdon 2°, koska voimme esittaa ylla olevan ehdon 2* yhtapitavassd muodossa
(vn € N) [((Vk < n) P(k)) = ((Vk <n+1) P(k))]

eli muodossa (Vn € N) (Q(n) = Q(n+ 1)). Paittelemme 1. induktioperiaatteen nojalla,
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ettd Q(n) pitee jokaisella n € N. Koska jokaisella n € N on voimassa Q(n) = P(n),

my06s P(n) patee jokaisella n € N. O
Annamme nyt muutamia esimerkkeja edellisten induktioperiaatteiden kéytosta.
Esimerkkeja (a) Todista kaava

1)(n+2
124234 tnm+1) = "F ;("Jr ).

Todistus. Kéytdmme ensimmaéistd induktioperiaatetta. Merkitsemme s(n) =1-2+2-
34 ---+n(n+1) jokaisella n € N.

Alkuaskel: Kaava patee muodossa 0 = 0 kun n = 0.

Induktioaskel: Oletamme, ettd k > 0 ja ettd kaava patee kun n = k, eli ettd on voi-

k(k+1)(k+2)
3

massa yhtélo s(k) = . Taman induktio-oletuksen nojalla saamme seuraavan

yhtaloketjun
stk+1)=1-24+---+(k+1) - (k+2)
=(1-2+-+k-(k+1)+(k+1)-(k+2)
=sk)+(k+1)-(k+2)

_ k(k+1?))(k+2) F e+ 1)(k+2)

= (§+1)(k+1)(k+2)

(k+1)(k+2)(k + 3)
: .

(Huomaa, ettd induktio-oletusta tarvittiin ylla neljinnen yhtdsuuruusmerkin perusteena.)
Olemme osoittaneet, etta yhtalo patee kun n = k + 1.

Johtopdatos: Ensimmaéisen induktioperiaatteen nojalla kaava patee jokaisella n € N. O

(b) Todista kaava
P4+22 4+ 40P =0+2+---+n).

Todistus. Kiytimme ensimmaiistd induktioperiaatetta. Merkitsemme s(n) = 13 + 23 +

.- -+ n3 jokaisella n € N. Koska aikaisemman nojalla on voimassa 1 +2+---+n = w

_ n’(n+1)?
.

bl

todistettava kaava voidaan kirjoittaa muotoon s(n) =

Alkuaskel: Jélleen kaava patee muodossa 0 = 0 kun n = 0.
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Induktioaskel: Oletamme, ettd k > 0 ja ettd kaava patee kun n = k, eli ettd on voimassa

yhtélo s(k) = kz(k%fl)? Tamaéan induktio-oletuksen nojalla saamme seuraavan yhtéaloketjun
sk+1)=134+2% . 4+ k3 4+ (k+1)3
=(1P+2° 4+ + k) + (k+1)°

= s(k) + (k+ 1)
_ k2(k+1)2

4
2

= (%+k+1)(k+1)2
(k+1)2(k? + 4k + 4)
4
(k+1)2(k + 2)2
1 .

(Huomaa, ettd induktio-oletusta tarvittiin ylla neljinnen yhtédsuuruusmerkin perusteena.)

+ (k+1)°

Olemme osoittaneet, etta yhtalo patee kun n =k + 1.

Johtopdatos: Ensimmaéisen induktioperiaatteen nojalla kaava patee jokaisella n € N. O

(c) Osoita, ettéd jokainen kokonaisluku n > 2 voidaan esittdé alkulukujen tulona (jos n on

alkuluku, niin kyseesséd on “yksitekijainen tulo”).

Todistus. Todistamme toisen induktioperiaatteen avulla, ettd jokainen n € N, n > 2,
voidaan esittaa alkulukujen tulona.

Aloitus. Tulos patee luvulle n = 2, koska 2 on alkuluku.

Induktioaskel: Oletamme, ettd n > 2 ja jokainen luvuista 2, ..., n voidaan esittaa alkuluku-
jen tulona. Osoitamme taman induktio-oletuksen avulla, ettd luku n + 1 voidaan esittaa
alkulukujen tulona. Tama pétee, mikéli n+ 1 on alkuluku (“yhden luvun tulo”). Oletam-
me, ettd n + 1 ei ole alkuluku. Talloin on olemassa sellaiset luonnolliset luvut k ja /¢, etta
kE#1,¢#1jan+1=k-£ Nytonvoimassa2 <k <n ja2 </ <n, joten induktio-
oletuksen nojalla voimme kirjoittaa k = p;1 ---p; ja £ = q1 - - - ¢j, missa luvut pq, ..., p; ja ja

q1, ..., qj ovat alkulukuja. Mutta nyt on voimassa
n+1:k'£:p1“‘pi‘Q1“‘Qj,

joten vaite patee luvulle n 4 1.

Johtopdatos: Toisen induktioperiaatteen nojalla vaite patee jokaisella n =1,2,3,.... O
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IIT 2. Rekursiiviset maaritelmat.

Induktioperiaatteen avulla voimme osoittaa ns. rekursiivisten madritelmien oikeelli-
suuden. Esimerkkind méadrittelemme jérjestettyjen parien yleistyksend (darelliset) jonot.
Maéérittelemme yhden alkion jonot asettamalla (z) = x jokaisella x. Kahden alkion jono on
jarjestetty pari. Jos n:n alkion jonot on jo méaritelty, niin n+ 1:n alkion jono (z1, ..., Tp+1)

maaraytyy rekursiivisesti palautuskaavasta eli rekursioyhtalosta

(T1, oy Tnt1) = ((T1, 0, Tn), Try1) -

Induktiolla voimme osoittaa, ettd k:n alkion jonot tulevat edella esitetylla tavalla
maaritellyiksi jokaiselle & € N. Voimme myo0s osoittaa, ettd kahdelle k:n alkion jonolle

(x1,..., ) ja (Y1, ..., Yk) o0 voimassa
(1, ..., k) = (Y1, ..., Yx) jos ja vain jos x; = y; jokaisella i =1,...., k. (%)

Todistamme edelliset kaksi vaitetta samanaikaisesti soveltamalla induktioperiaatetta seu-

raavaan luonnollisten lukujen ominaisuuteen P:

P(n) <= kaikilla x1, ..., xy, ja y1, ..., Yp jonot (z1,...,2,) ja (Y1, ..., Yn)
on madritelty ja ehto () on voimassa.
Todistus. Naemme helposti, etta luvuilla 0, 1 ja 2 on ominaisuus P; taten voimme aloit-
taa induktion luvusta 2. Jos nyt luvulla n > 2 on ominaisuus P, niin edella annettu
palautuskaava maéérittelee kaikki n + 1:n alkion jonot. Liséksi ehto (*) toteutuu (k:n
arvolla n 4 1), silld jos (x1,...,Zn41) = (Y1, Ynt1), niin talldin ((z1, ..., 2,), Tpy1) =
(Y1, -y Yn), Yn+1) ja tistd seuraa jérjestettyjen parien perusominaisuuden nojalla, ettd on
voimassa (L1, ..., Tn) = (Y1, ..., Yn) j& Tpnt1 = Yn+1. Koska ehto (*) on voimassa k:n arvolla
n, toiseksi viimeisesta yhtalosta seuraa, ettd on voimassa x; = y; jokaisella i = 1,...,n.
Edellisen nojalla z; = y; jokaisella ¢ = 1,...,n+ 1. Taten olemme suorittaneet induktio—
askelen ja paattelemme 1. induktioperiaatteen nojalla, etta jokaisella luvulla n > 2 on

ominaisuus P. Nain ollen jokaisella luonnollisella luvulla on ominaisuus P. O

Annamme toisenkin esimerkin siitd, miten edellinen rekursiivinen mééaritelma sopii
yhteen induktiotodistusten kanssa.
Aérellisten jonojen maaritelméan avulla voimme nyt méaritella useamman joukon kar-

teesiset tulot seuraavasti.
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Maaritelma Joukkojen Ay, ..., A,, karteesinen tulo (eli tulojoukko) on

Ay x - x Ay ={(a1,...,ap) : a; € A; jokaisella i = 1,...,n}.

Tama maaritelma antaa kahden joukon tapauksessa saman tulojoukon kuin aikaisem-
pi maaritelma. Yleistimme nyt aikaisempaa kahden aarellisen joukon tulojoukon kokoa

koskevaa tulosta.

Lause Olkoon n > 0 ja olkoot A4, ..., A, aarellisid joukkoja. Talloin

|Ay X - X Ap| = |Ay] - |Ap| -

Todistus. Todistamme vaitteen induktiolla luvun n suhteen.
Tapauksessa n = 1 viite patee muodossa |A1| = |A4].
Oletamme, ettd viite patee n:n &darellisen joukon karteesisille tuloille. Olkoot nyt
Ay, ..., Apyq ddrellisia joukkoja. Télloin
Ay XX Ay = {(al, ooy Oy Apy1) & a; € A; jokaisella i =1,....,n+ 1}
= {((al, ...,an),an+1) ca; € A; jokaisella i =1,...,n ja an,41 € An+1}
= {((al, ...,CLn),CLn+1) . (al, ...,CLn) € Al X X An ja Ap41 € An+1}
= (A; x - X Ay) X Ay
Koska induktio-oletuksen nojalla on voimassa [A; X -+ X A,| = [Aq]----- | A, |, edellisesté

seuraa yhdessa aikaisemman, kahden aarellisen joukon karteesista tuloa koskevan lauseen

nojalla, ettd on voimassa
|A1 X - X Ap X Apga| = (A1 x -+ x Ay) x Ay
= ‘Al X e XAn"|An+1|
:(|A1| ..... IAnI)-\AnH\
:|A1| ..... |An+1|.

Olemme suorittaneet induktioaskeleen ja voimme paatella 1. induktioperiaatteen nojalla,

etta lauseen vaite patee jokaisella n > 0. O

Jos A; = A jokaisella ¢ = 1,...,n, niin merkitsemme tulojoukkoa A; x --- x A,

symbolilla, A™.
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Seuraus Olkoon n > 0 ja olkoon A &arellinen joukko. Téll6in

A" = |A]".

Edellisen tuloksen avulla voimme maarittaa aarellisen joukon potenssijoukon koon.
Seuraus Olkoon A k-joukko. Télloin P(A) on 2k-joukko.

Todistus. Naemme helposti, etta samankokoisten joukkojen potenssijoukot ovat saman-
kokoisia: jos f on bijektio joukolta D joukolle E, niin kaavan ¢(G) = f(G) méarittdma
kuvaus ¢ on bijektio P(D) — P(E) (tarkista tamal).

Edellisen huomion nojalla voimme olettaa, ettd A = [k]. Méaéarittelemme kuvauksen
Y : P[k] — {0,1}* asettamalla ¢(B) = (Xg(1),...,Xg(k)), missi Xp on joukon B karak-
teristinen funktio: Xp(i) = 1 jos i € B ja Xp(i) = 0 jos i ¢ B. Kuvauksella 1) on kién-
teiskuvaus 0 : {0,1}* — P[k], joka miirdytyy kaavasta 0((by,...,bx)) = {i € [k] : b; = 1}

(tarkistal). Taten ¢ on bijektio ja on voimassa
[Pkl = {0, 13" = o, 1}[* = 2" O

Palaamme nyt tarkastelemaan rekursiota. Voimme maaritella myos yksittaisia jouk-

koja rekursiivisesti, esimerkiksi parillisten luonnollisten lukujen joukon E seuraavasti:
0eFE ja (WneNN{0}))(neE<=n—-1¢E).

Taman ja myohemmin annettavien rekursiivisten maaritelmien oikeellisuuden voimme
osoittaa vastaavasti kuten edella aarellisten jonojen tapauksessa.

Panemme merkille, etta olisimme voineet maaritella aarelliset jonot toisellakin tavalla,
ilman rekursiota: olisimme voineet sanoa, etta n-jono on kuvaus, jonka maaritysjoukko
on [n]; tallaisilla kuvauksilla on suoraviivainen yhteys ylla méaériteltyihin jonoihin: jos
(ay,...,a,) on jono, niin voimme tarkastella kuvausta k — ay; toisaalta, jos f on kuvaus
joukolta [n], niin voimme tarkastella n-jonoa (f(1),..., f(n)).

Edella kaytetty “perinteinen” maaritelma on aarellisen jonon tapauksessa luonnol-
lisempi kuin maaritelméa kuvauksena, mutta “darettoman” eli “paattymattoman” jonon
kasite on jo sinansa “epaluonnollinen” ja voimme sellaiselle yhta hyvin kayttaa mahdolli-
simman yksinkertaista maaritelmaa. Sanomme, ettd kuvaus f : N — A maérittelee jonon

ag, ai, as, ..., missi a, = f(n) jokaisella n € N.
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Adrettomia lukujonoja, eli funktioita N — R (tai vaikkapa N — N) médritelliéin usein
rekursiivisesti. Esimerkiksi kertomafunktio n — n! maaritelladn rekursiivisesti asettamalla
0l=1ja (n+1)! = (n+1)-n! jokaisella n. Sanomme, ettd n! on luonnollisen luvun n
kertoma. On voimassa 1! = 1-1, 2! = 1-2, 3! = 2- 3 ja, yleisesti, jokaisella n > 0 on
voimassa n! =1---n.

Annamme toisenkin esimerkin rekursiivisesti maaritellysta darettomasté lukujonosta.

Esimerkki Fibonaccin luvut Fy, Fi, Fs, ... maaritellaan kayttamalla alkuarvoja Fy = 0

ja F} =1 seka rekursioyhtaloa
Fn—l—l =F,+ F, 1.

Fibonaccin lukujonon alku nayttaa seuraavalta:

0,1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584, 4181, 6765, 10946,
Fibonaccin luvut esiintyvat luonnossa monessa eri yhteydessa, mm. kapyjen ja ana-

naksen ulkorakenteessa, auringonkukkien siementen sijoittelussa jne. Seuraavassa on yksi

malli auringonkukan siemenkodalle. Kuvassa nakyy 55 myotapaivaan kiertavaa spiraa-

lia ja 89 vastapaivaan kiertavaa; myos muita perakkaisia Fibonaccin lukuja esiintyy talla

tavalla auringonkukan siemenkodissa.



Fibonaccin luvuille ei aivan helposti 16ydy mitaan ei-rekursiivista, analyyttista lause-
ketta. Sellainen on kuitenkin 16ydetty nk. generoivien funktioiden avulla. Induktion avulla

voimme helposti varmistaa seuraavan lausekkeen patevyyden.

() (%))

Todistus. Naemme helposti, ettd lauseke saa arvon 0 kun n = 0 ja arvon 1 kun n = 1.

€
V5

F, =

Oletamme nyt, ettd k > 0 ja ettad lauseke patee F),:lle kun n = 0, ..., k. Osoitamme,
etta se patee myos kunn =k + 1.

On voimassa Fy+1 = Fj, + Fj_1 ja tasta seuraa induktio-oletuksen nojalla seuraavaa:
"1+\/gk 1_\/5k ) 1+\/gk—1 1_\/3k—1
2 a 2 LV 2 a 2
(11v5)" 2 -5
< 2 ) (1 Ty f < ) 5)
(11v5) (34 V5
2 1+5
(145" (—2-2/5 —2+ 2f
2 —4
1+v5\" (1-v5)
2 L2

Taten vaadittu esitys patee Fy41:lle. Toisen induktioperiaatteen nojalla paattelemme,

Fip =

Sl

Sl

Sl

Sl

Sl

etta annettu lauseke patee jokaisella n € N. O

Mainitsemme viela muutamia esimerkkeja rekursiivista maaritelmista.

Esimerkkeja (a) Luonnollisten lukujen kertolasku voidaan mééritelld rekursiivisesti
yhteenlaskun avulla:

m-0=0; m-(n+1l)=m-n+m.

(b) Potenssi voidaan mééritelld kertolaskun avulla:



Seuraavaksi annamme yksinkertaisen esimerkin rekursiivisen maaritelmén kaytosta

todistuksessa.

Lemma Olkoon A C N epdtyhji darellinen joukko, |A| = m. Téall6in joukolla A on

sellainen esitys A = {a; : i € [m]}, ettd jokaisella i € [m — 1] on voimassa a; < a;1.

Todistus. Maarittelemme alkiot aq, ..., a,, rekursiivisesti valitsemalla aina a;:ksi joukon
A~{a; : j € [i — 1]} pienimmaén alkion; tdmé mé&éritelméd on pétevé, koska j — a; on
bijektio [i — 1] — {a; : 1 < j < i}, joten |{a; : 1 < j < i}| =i —1 < |A| ja néin ollen
AxA{a; : 1 <j<i} #0. Toisaalta [{ai,....,am}| = m = |A], joten {a1,....,am} = A.

Maééritelmasta seuraa suoraan, etté jokaisella ¢ € [m — 1] on voimassa a; < @;41. |

Jos A:lla on esitys {a; : i € [m]} kuten yll4, niin jokaisella a € A on voimassa a < y;

taten seuraava tulos on voimassa.
Seuraus Jokaisessa joukon N epatyhjassa aarellisessa osajoukossa on suurin luku.

Panemme merkille, ettd suurimman luvun olemassaolo luonnehtii N:n epatyhjan os-
ajoukon aarellisyyttda: jos m on joukon A C N suurin luku, niin tallin on voimassa

A C [m]U{0} ja téstd seuraa aikaisemman nojalle, ettd A on dérellinen.

Mainitsemme lopuksi, etta induktiota ja rekursiota voidaan suorittaa muidenkin “struk-
tuurien” kuin luonnollisten lukujen N suhteen. Esimerkkiné tarkastelemme induktiota aa-
rellisten joukkojen osajoukkojen suhteen. Huomautamme ensin, etta induktioperiaattees-
ta seuraa suoraan, ettd aarellisia joukkoja koskevia vaitteita voidaan todistaa induktiolla
joukkojen koon suhteen. Tallaiset induktiotodistukset ovat seuraavaa muotoa. Olkoon A
jokin kokoelma &arellisia joukkoja ja olkoon P jokin joukkojen ominaisuus. Nyt voimme

tarkastella seuraavaa luonnollisten lukujen ominaisuutta Q:
Q(n) <= VAc A) (Al =n= P(A)).

Jos saamme todistettua induktiolla, ettd jokaisella luonnollisella luvulla on ominaisuus @,
niin voimme paatella, etta jokaisella kokoelman A joukolla on ominaisuus P.

Koska aarellisen joukon koko on luonnollinen luku, induktio aarellisten joukkojen koon
suhteen on vain tavallista induktiota. Sen sijaan seuraavassa induktioperiaatteessa ei esiin-

ny luonnollisia lukuja.

47



Olkoon jalleen A kokoelma aarellisia joukkoja ja P jokin joukkojen ominaisuus.
[(VA € A)((‘V’{B €cA:B&% A} P(B)) = P(A))] — (VA e A)P(A). ()

Toisinsanoen, jokaisella kokoelman A joukolla on ominaisuus P, mikéli tdméa ominaisuus on
jokaisella sellaisella A:n joukolla, jonka jokaisella A:han kuuluvalla aidolla osajoukolla on
kyseinen ominaisuus (tdmé on kyseistd joukkoa koskeva induktio-oletus). Induktioperiaate
(%) (induktio osajoukkojen suhteen) todistetaan osoittamalla seuraavan lemman avulla, etté

joukko B ={A € A: A:lla ei ole ominaisuutta P} on tyhja.

Lemma Olkoon B epatyhji kokoelma aéarellisia joukkoja. Télléin on olemassa sellainen

B € B, ettd mikain joukon B aito osajoukko ei kuulu kokoelmaan B.

Todistus. Koska B # (), joukko {|B| : B € B} on epéatyhja ja induktioaksioman nojalla
on olemassa sellainen B € B, ettd jokaisella C' € B on voimassa |B| < |C|. Koska jokaiselle

C & B on voimassa |B| > |C|, ndhddin ettei mikédén B:n aito osajoukko kuulu joukkoon

B. O
Todistamme nyt tdmén periaatteen avulla seuraavan tuloksen.

Lemma Olkoon f surjektio darelliselta joukolta X joukolle Y. Talléin on olemassa

sellainen X :n osajoukko Z, ettd rajoittumakuvaus f|Z on bijektio Z — Y.

Todistus. Kéytdmme induktiota osajoukkojen suhteen kokoelmalle P(X).

Vaite patee tyhjalle joukolle: “tyhjien joukkojen vialinen tyhja kuvaus” on bijektio.

Olkoon nyt A C X sellainen epétyhja joukko, etté viite patee surjektioille B — U,
missd, B & A. Osoitamme, ettéd se pitee myés surjektiolle g : A — V. Jos g on injektio,
niin g on bijektio. Oletamme, ettd g ei ole injektio. Talldin on olemassa sellaiset A:n
alkiot p ja q, ettd p # q ja g(p) = g(q). Merkitsemme B = A \ {p} ja panemme merkille,
ettd rajoittumakuvaus g|B on surjektio B — V. Induktio-oletuksesta seuraa, ettd on
olemassa sellainen C' C B, ettd kuvaus (g|B)|C on bijektio C' — V. Mutta nyt C C A
ja kuvaus ¢g|C' = (g|B)|C on bijektio C — V. Olemme suorittaneet induktioaskeleen.

Induktioperiatteen (x) nojalla véite patee kaikille X:n osajoukoille ja tdten myds X:lle. O

Seuraus Jos aarelliseltd joukolta A on surjektio joukolle B, niin joukko B on aérellinen

Ja|Al = |B|.
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Induktio osajoukkojen suhteen vastaa pikemminkin toista kuin ensimmaéista induktio-
periaatetta, koska siihen liittyvésséd induktio-oletuksessa vaadimme joukon kaikkien (A:han
kuuluvien) aitojen osajoukkojen toteuttavan ehdon P. Mainitsemme vielé lopuksi heikom-
man version tastd induktiosta, joka vastaa ensimmaista induktioperiaatetta.

Edellisessa todistuksessa suoritimme induktiota osajoukkojen suhteen aarellisen jou-
kon X potenssijoukossa P(X) ja saimme haluttua johtopaatostd P(X) vahvemman johto-
paatoksen (VA C X)P(A). Mikéli meille tillaisessa tilanteessa riittda johtopaétos P(X),
niin voimme kayttaa seuraavaa kayttokelpoista heikompaa versiota edellisesta induktiope-

riaatteesta:
P)& [(VA C X) ((Vz € X ~ A)(P(A) = P(AU {z})] = P(X). (%)

Taman tuloksen avulla voimme todistaa darellisia joukkoja koskevia vaitteita “yksi

alkio kerrallaan”.

Paitsi osajoukkojen suhteen, voimme suorittaa induktiota ja rekursiota vaikkapa (&#&-
rellisen) luettelon osaluetteloiden tai lauseen osalauseiden suhteen. Mainitsemme téssé
esimerkkina nk L-systeemit, jotka perustuvat “uudelleenkirjoitukseen”: lahdemme liik-
keelle merkkijonosta, vaikkapa +F — —F + +F', kirjoitamme sen uudelleen sijoittamalla
jokaisen F'n tilalle saman merkkijonon, jolloin saamme jonon + + F — —F + +F — — +
F——F++F+++F——F++F; toistamme tata “uudelleenkirjoitusta” halutun maaran
kertoja jolloin paadymme merkkijonoon, jonka “suoritamme” korvaamalla siina esiintyvat
F:t jollain “toimenpiteella”: esimerkiksi toimenpiteella “piirrd lem pituinen viiva eteen-
pain”, jolloin “eteenpain maaraytyy aikaisemmasta jonon osasta kun merkki + on tulkittu
komentona “kaanny kulman « verran myotapaivaan” ja merkki — komentona “kaanny
kulman « verran vastapaivaan”. Suhteellisen yksinkertaisten L-systeemien avulla voimme

kuvata esimerkiksi kasvien muotoa ja monia muita asioita.
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IV. KERTOMA JA BINOMIKERTOIMET

IV 1. Kertoma.

Maarittelimme edelld luonnollisen luvun n kertoman n! rekursiivisesti ja totesimme,
ettd n! on tulo 1-2---n. Niilld luvuilla on suuri merkitys laskettaessa erilaisia lukumaéaria
ja aarellisten joukkojen kokoja. Seuraavassa tarkastelemme eraita lukumaaraongelmia.
Luvun lopussa esitamme arvion lukujen n! suuruusluokasta lukuihin n” ndhden suurilla
n:n arvoilla.

Tieddmme aikaisemmasta, etta erikokoisten aarellisten joukkojen vélilla ei ole bijek-
tiivista kuvausta. Kertomien avulla voimme maarittaa samankokoisten joukkojen véalisten

bijektioiden lukumaaran.

Lause Jos X ja Y ovat n—joukkoja, niin

[{f : f on bijektio X — Y}| = n!

Todistus. Merkitsemme B(X,Y) = {f : f on bijektio X — Y} ja todistamme induktiol-
la luvun n = | X| = |Y| suhteen, ettd |B(X,Y)| = n!

Jos n = 0, niin talléin X =Y = (); téssd tapauksessa on voimassa B(X,Y) = {0} ja
néinollen |B(X,Y)|=1=0!

Olkoon nyt n > 0 sellainen luku, etta viite patee luvulle n — 1. Olkoon a joukon X

alkio. Merkitsemme jokaisella y € Y,

By ={feB(X,Y): f(a) =y}.

Panemme merkille, ettd B(X,Y) =, .y By. Koska joukon B(X,Y) alkiot ovat kuvauk-

ey
sia, joukot By, y € Y, ovat keskenéén Zrillisié. Téten on voimassa |B(X,Y)| = Xycy |Byl.

Osoitamme, etté jokaisella y € Y on voimassa |B,| = (n—1)! Olkoon y joukon Y alkio.
Merkitsemme Z = X \ {a} ja V =Y ~ {y}. Koska |Z| = |V| = n — 1, induktio—oletuksen
nojalla pétee, ettd |B(Z,V)| = (n — 1)! Maarittelemme kuvauksen ¢ : B(Z,V) — B,
merkitsemalld ¢(g) = g U {(a,y)} jokaisella g € B(Z,V); panemme merkille, ettd ¢(g)
maardytyy ehdoista ¢(g)|Z = g ja v(g)(a) = y. Kuvaus ¢ on bijektio, koska silld on
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kéénteiskuvaus ¢ : B, — B(Z, V), missa ¢(f) = f|Z (tarkista!). Edellisen nojalla patee,
ettd |By| = |B(Z,V)| = (n —1)!

Edella esitetyn nojalla on voimassa
B(X,Y)| = Zyev [B,| = Syey(n—1)!=n-(n—1l=n! O

Edellisessa todistuksessa annoimme tasmallisemman formuloinnin seuraavalle havain-
nolliselle “todistukselle”. Esitdmme joukon X muodossa X = {z1, ..., x, }. Madrittdessdm-
me bijektiota f : X — Y voimme valita f(x;):ksi minkd tahansa joukon Y n:sté alkiosta,
f(z2):ksi minka tahansa joukon Y\ {f(x1)} n—1:sté alkiosta,..., ja viimein f(z,,):ksi voim-
me valita minké tahansa joukon Y ~ {f(x1),..., f(x,—1)} 1l:std alkiosta. Téaten voimme
muodostaa bijektion n - (n — 1) ---1 = n! eri tavalla.

Joukon X kaikki bijektiot itselleen muodostavat joukon X symmetrisen ryhmdan, jota

merkitsemme seuraavasti:

Sym(X)={f: f on bijektio X — X}.

Termi “ryhmd&” viittaa téssa tiettyyn algebralliseen struktuuriin: joukossa Sym(X)
voidaan maaritelld “laskutoimitus” o merkitsemélld kaikilla f,g € Sym(X) g o f:114 ku-
vausten f ja g yhdistettyd kuvausta (katso harj. 2, teht. 1). Té&lld laskutoimituksella
“varustettuna” Sym(X) on “ryhmé&”; emme kuitenkaan téssi tarkastele tatd algebrallis-
ta struktuuria vaan kasittelemme Sym(X):44 ainoastaan joukkona. Edellisen tuloksen

nojalla joukolle Sym(X) on voimassa seuraavaa:

Seuraus Kun X on aarellinen joukko, niin

|Sym(X)| = [X]!

Esimerkki Laske kuinka monella eri tavalla voimme sijoittaa kahdeksan tornia shak-
kilaudan eri ruuduille kun vaadimme, etteivit mitkdan kaksi tornia uhkaa toisiaan (kaksi
laudalle asetettua tornia uhkaavat toisiaan, mikéli ne ovat joko samalla ruutujen muodos-

¢

tamalla “vaakarivilla” tai samalla “pystyrivilld”).

Ratkaisu: Voimme kuvata kahdeksan tornin sijoittelua kahdeksanalkioisella joukolla S C

[8] x [8] kun sovimme, ettd alkion (7, j) mukanaolo joukossa S merkitsee sité, ettd i:nnen
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“vaakarivin” ja j:nnen “pystyrivin” leikkausruutuun on sijoitettu yksi torni. Selvastikin
kahteen eri sijoitteluun liittyvat joukot eroavat toisistaan. Taten voimme méaarittaa “sal-
littujen” sijoittelujen lukuméaaran laskemalla niihin liittyvien joukkojen lukumé&ara.

Kahdeksan tornin sijoittelu toteuttaa vaaditun ehdon, ettd mitkaan kaksi tornia eivat
uhkaa toisiaan, jos ja vain jos milldan ruutujen muodostamalla vaakarivilla ei ole kahta
tornia eikd milladn pystyrivilla ole kahta tornia; sijoitteluun liittyvan joukon S avulla
ilmaistuna kyseinen ehto saa seuraavan muodon: jos (i,j) ja (k,l) ovat joukon S kaksi
eri alkiota, niin on oltava voimassa i # k ja j # [. Jos tarkastelemme joukkoa S joukon
[8] relaationa, niin ehto (i,7) # (k,l)=i # k merkitsee sitd, ettd S on oltava kuvaus ja
ehto (i,7) # (k,1)=7j # | merkitsee sité, ettd kuvauksen S on oltava injektio. Vaatimus,
ettd kuvaus S on joukon [8] x [8] kahdeksanalkioinen osajoukko merkitsee sité, ettd S:n on
oltava kuvaus [8] — [8]; injektio S : [8] — [8] on vilttdméatta bijektio.

Olemme osoittaneet, etta jos sijoittelu tayttaa vaaditun ehdon, niin siihen liittyva
joukko on bijektio [8] — [8]; toisaalta ndemme helposti, ettéd jokaiseen bijektioon [8] — [8]
liittyva sijoittelu toteuttaa vaaditun ehdon. Nain ollen sallittuja sijoitteluja on yhta monta

kuin bijektioita [8] — [8] eli 8! = 40320. a

Palautamme mieliin, etta joukon X bijektioita itselleen kutsutaan X :n permutaatioik-
si. Toisinaan puhumme myo6s joukon X jarjestelyistd. Tassa on taustalla ajatus, etta jos
“jarjestamme” joukon X, eli asetamme sen alkiot johonkin jonoon 1, xo, ..., z,, missa n =
| X |, niin permutaatio f: X — X “uudelleenjarjestdd” X:n jonoon f(z1), f(z2), ..., f(zn).
Kiintien, permutaation f kainteiskuvaus f~! uudelleenjirjestii jonon f(z1), f(x2), ..., f(2n)
jonoksi x1,xa, ..., Tp.

Jos X on kirjainjoukko, esimerkiksi {A, I, N,O,S,T}, niin voimme tulkita X:n al-
kioiden jérjestykset “sanoiksi” (joista useimmat ovat “holynpdlya”), esimerkiksi NOSAIT,
ANSIOT, NTIASO, jne. Tallaisessa yhteydessa puhumme my06s anagrammeista ja sanom-
me esimerkiksi, ettd sanat ANSIOT ja SANOIT ovat toistensa anagrammeja.

Edellisen tuloksen nojalla tieddmme, ettd sanasta ANSIOT voidaan muodostaa 6! =
720 eri “sanaa” jarjestelemallad sen kirjaimet uudelleen. Myohemmin esitimme kaavan,
jonka avulla voimme laskea sanasta talla tavalla muodostettavien uusien sanojen luku-
maaran siinakin tapauksessa, etta sanassa esiintyy samoja kirjaimia useampaan kertaan

(kuten vaikkapa sanassa ANSIOTTA).
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Olkoon X n—joukko ja Y k—joukko. Edellisen lauseen ja aikaisempien tulosten nojalla
kaikkien bijektioiden X — Y lukumaérd on 0, mikéli n # k ja se on n!, mikali n = k.
Myohemmin laskemme kaikkien injektioiden X — Y lukumaéaaran. Seuraava tulos antaa

lausekkeen kaikkien kuvausten X — Y lukumaaralle.

Lause Olkoon X n—joukko ja 'Y k—joukko. Taélloin

‘{f : f on kuvaus X — Y}‘ — kn

Todistus. Merkitsemme K = {f : f on kuvaus X — Y}. Esitimme joukon X muo-
dossa X = {x1,...,z,}. Maérittelemme kuvauksen ¢ : K — Y™ asettamalla ¢(f) =
(f(z1), ..., f(xy)) € Y™ jokaisella f € K(X,Y). Kuvaus ¢ on injektio, koska jokaisella
f € K alkiot f(x1),..., f(z,) méaradvat kuvauksen f. Kuvaus ¢ on surjektio, silla jokai-
sella (y1, ..., yn) € Y™, jos f on kuvaus x; — y;, niin talléin on voimassa ¢(f) = (Y1, ---, Yn)-

Titen ¢ on bijektio ja aikaisempien tulosten nojalla pitee, ettd |K| = |Y|". O

Olkoon X n-joukko. Kuvauksia X — X on edellisen nojalla n™ kappaletta. Koska
bijektioita X — X on n! kappaletta, niin myohemmin johdettava arvio lukujen n! ja n”
suhteen suuruusluokasta voidaan tulkita arvioksi siitd, mika osuus kaikista kuvauksista

X — X on bijektioita.
IV 2. Binomikertoimet.

Palautamme mieliin, ettd annetun joukon X potenssijoukko on joukko P(X) = {A:
A C X}. Jos k € N, niin kiiytdmme joukosta P([k]) lyhennettyd merkintaéd P[k].

Koska aarellisen joukon kaikkien osajoukkojen joukko on darellinen, niin myos sen k-
osajoukkojen joukko (missd k € N) on &darellinen. Joukon [n] k—osajoukkojen lukuméaaraé
merkitsemme symbolilla (Z) Annetun joukon X k-alkioisten osajoukkojen muodosta-
maa joukkoa merkitsemme symbolilla Py (X) (jos X = [m], niin merkitsemme lyhyemmin

Pr[m]). Siis

(7) = [ae Pl sai=n] = [P

Binomikerroin (Z) on maaritelty kaikilla n,k € N, mutta (Z) = 0, mikali £ > n; tasta

syysta lukuja (Z) tarkastellaan ldhinna tilanteessa k < n.
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Selvasti (g) = (Z) = 1, silld joukolla on vain yksi tyhja ja yksi taysi osajoukko.
Samoin selvasti (71"”) = n. Toisaalta huomaamme helposti, etta luvut (Z) ovat parametrin
k suhteen symmetrisia: (Z) = (nﬁk) kaikille k € [n]. Tama& seuraa yksinkertaisesti siit4,
ettd jokaista joukon [n] k-osajoukkoa A vastaa yksikésitteisesti sen komplementti [n]
A, joka on (n — k)-osajoukko. Koska luvut (§)),..., () luettelevat joukon [n] kaikkien
osajoukkojen lukumaéarat, saamme Luvussa I11.2 johdetun, potenssijoukon kokoa koskevan

tuloksen nojalla seuraavan identiteetin:
(M) ) (0) =
0 1 n—1 n)

Pascalin identiteetin nimella tunnettu palautuskaava ilmaisee luvut (Z) lukujen (”;1)

avulla seuraavasti.

Lause (Pascalin identiteetti) Olkoot n,k € N ja 0 < k < n. Télléin
ny (n-—1 n n—1
k) \k-1 k

Todistus. Maaritelladn ¢ : Pi[n] — Pr_1[n — 1] U Pg[n — 1] kaavalla ¢(A) = A ~ {n}.

Lukija voi helposti tarkistaa, etta kuvaus ¢ on bijektio. O

Pascalin palautuskaava antaa ns. Pascalin kolmion, jossa luvut (Z) on lueteltu pa-
lautuskaavan mukaisessa jarjestyksessa. Seuraavassa kaaviossa luetellaan kyseisen kolmion

seitseman ensimmaista rivia.



(Mainittakoon, ettd Pascalin (1623 — 1662) kolmio julkaistiin Kiinassa v. 1303, ja se oli
tunnettu jo aikaisemmin.)
Pienilla n:n arvoilla voimme maarittaa luvut (Z) taydentamalld Pascalin kolmiota,
mutta suuremmille n:n arvoille tdma on liian tyolasta. Teoreettisia tarkasteluja varten
n

tarvitsemme joka tapauksessa selkean lausekkeen luvuille ( k) Tallaisen lausekkeen voim-

mekin antaa kertomafunktion avulla.

Lause Kaikille n,k € N, missa k < n, on voimassa

Todistus. Todistamme lauseen induktiolla luvun n suhteen. Koska (J) = [Po(f)| = 1 =

0!

oror» Vaite pétee arvolla 0. Oletamme nyt, etta n > 0 on sellainen luonnollinen luku, etta

vaite patee arvolla n — 1. Olkoon luvulle k£ € N voimassa k£ < n. Osoitamme, etta (Z) =

WLR)' Jos k = 0 tai k = n, niin kaava péatee, koska (g) = (Z) =1= O?—T'L, Oletamme
ettd 0 < k < n. Pascalin identiteetin nojalla on voimassa (Z) = (Zj) + (ngl) ja induktio—
oletuksen nojalla péatee, etta (Zj) = % ja ("gl) = k,((:_;fl'k),, yhdistamalla

nama yhtalot saamme luvulle (Z) lausekkeen

n\ (n—1)! (n-1!" (n—1)! 1 1
Q)__%—1Wn—kﬂ+kﬂn—1—kﬂ_(k—DKn—l—kﬂ(n—k+E)

B (n—1)! n B n!
T h—Dln—1-0! km—-k Mn—-k -

Yksinkertaisia todennakoisyysongelmia voidaan usein ratkaista laskemalla erilaisten

joukkojen tai kuvausten lukumaaria.

Esimerkki Olet tayttanyt lottokaavakkeesta yhden ruudukon eli valinnut seitsemén
lukua joukosta [39]. Lottoarvonnassa arvotaan joukon [39] seitsemén alkiota valitsemalla
umpimahkaan seitseman palloa, jotka on numeroitu 1,2,3,...,39. Mika on todennékoisyys,
etta valitsemasi numerot ovat samat kuin arvonnan antamat?

Ratkaisu: Arvonta méiraa yhden alkion joukosta P7[39]; koska joukon P7[39] kaikkien

alkioiden lukumaara on (379), niin arvonnan “umpimahkaisyyden” nojalla todennakoéisyys
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sille, ettd valintasi antoi “seitseméan oikein” on

1 m32 1271 .
(%) 39! 33-34---39 15380937

Olemme jo maininneet muutamia lukuihin (Z) liittyvia yhtaloita. Monia tallaisia
yhtaloita voidaan helposti todistaa edella johdettua lukujen (Z) eksplisiittista lauseketta
kayttamalla, mutta usein voimme perustella yhtalon luontevammin jollain kombinatorisella

paattelylla.

Esimerkki Johdamme kahdella eri tavalla yhtalon

' (G =)

(:) (it;) - r!(nni )l k!(rri B (n— r)!Zi(r — k)
= r)!ZiEZ:ll:;!!(n — k) k;!(nni ! (n —(Z)T(f)—' DI <Z) <Z:Z> '

(b) Kombinatorisella pddttelylld:

Valitsemme joukon [n] r-osajoukon, ja siitd k-osajoukon. T&méa vastaa valintoja, joissa

valitsemme ensin joukon [n] k-osajoukon, ja sitten jéljelle jadneen osan r — k-osajoukon. O

Lukuja (2) kutsutaan myos binomikertoimiksi, silla ne esiintyvat aukikehitetyn poly-
nomin (x + y)" termien z¥y"~* kertoimina.

Binomilause: Kaikillan € N ja x,y € R on voimassa

(z+y)" = i CL) aty"

1=0

Todistus. Harjoitustehtava. O

Esimerkki: Laske termin 2% kerroin polynomissa (1 + z)%.

Ratkaisu: Binomikaavan nojalla
/8
1 8 _ 18—
e =3 ()
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joten termin x°® kerroin on
i I B O
2) 26 2 7

Edella maaritimme kahden aarellisen joukon valisten bijektioiden seka kaikkien ku-
vausten lukumaarat; binomikertoimien avulla voimme nyt maarittaa injektioiden lukumaa-
rit. Palautamme ensin mieliin sen tuloksen (harjoitustehtéva 2/2), ettd mik&an kuvaus

aarelliselta joukolta pienempikokoiseen joukkoon ei ole injektio.

Lause Olkoon X n—joukko ja'Y k—joukko. Oletamme, ettd n < k. Talloin

}{f : f on injektio X — Y}} = W

Todistus. Merkitsemme I = {f : f on injektio X — Y'}. Kun f € I, niin f on bijektio
X — f(X), joten on voimassa f(X) € P,(Y). Merkitsemme jokaisella A € P,(Y), I4 =
{f el: f(X)= A}; panemme merkille, ettd on voimassa 4 = {f : f on bijektio X — A},
joten aikaisemman lauseen tuloksesta seuraa, ettd |I4| = n! Joukot 14, A € P,(Y), ovat

erillisia ja on voimassa [ = UAGP (v) 1 4; tasta seuraa, etta on voimassa

1= > |lal= D). nl=|PuY)| n!

AeP,(Y) AeP,(Y)
Koska on voimassa |P,(Y)| = (i) = ﬁln),, saamme luvulle |I| halutun lausekkeen
k! k!
=P, (Y) nl= —" ="
=Pt = a5t = - O

Ratkaisemme nyt edellisen lauseen avulla seuraavan ongelman:

Ongelma Mika on todennakéisyys, etta satunnaisesti valitussa m:n ihmisen joukossa

kahdella henkil6lld on sama syntymapaiva?

Ratkaisu. Ratkaisemme ongelman vain erdiden yksinkertaistavien oletusten vallitessa.
Ensinnédkin oletamme, ettd joukosta on karsittu pois karkauspaivind syntyneet henkilot.
Toiseksi oletamme, etta “satunnaisuudella” on tassd yhteydessa se seuraus, etta kaikki
vuoden 365 paivaa ovat “yhta todennakoisia” tarkastelujoukon henkildiden syntyméapéaivi-

na.
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Merkitsemme S:114 mahdollisten syntymapéaivien joukkoa ja J:11a “satunnaista” ihmis-
joukkoamme. Téll6in S on 365-joukko ja J on n-joukko. Merkitsemme s(h):11& henkilon
h € J syntymapaivaa. Talloin s on kuvaus J — S ja se ehto, ettd kahdella joukon J
henkilolld on sama syntymapdivd, voidaan ilmaista ehtona, etta kuvaus s ei ole injektio.

Koska kaikki syntymaéapaivat ovat “yhta todennakoéisia”, myos kaikki eri “syntyma-
paivajakaumat” eli kuvaukset J — S ovat “yhtd todennakoisia”. Téaten voimme laskea
etsityn todennakoisyyden osamasrana %, missa £ on “suotuisien alkeistapausten”, eli kaik-
kien epainjektiivisten kuvausten J — S lukumaéra ja k£ on “kaikkien alkeistapausten”,
eli kaikkien kuvausten J — S lukuméara. Kun merkitsemme i:114 kaikkien injektioiden

J — S lukumaarad, voimme esittaa etsityn todenndkoisyyden muodossa k:’ ja siis muo-

dossa 1 — %
Mikali on voimassa n > 365 eli |J| > |S], niin yksikdén kuvaus J — S ei ole injektio;
tassa tapauksessa on voimassa ¢ = 0 ja etsitty todennakoisyys on yksi. Oletamme nyt, etta

. . . . . | . .
on voimassa n < 365. Edellisen lauseen nojalla on voimassa i = (3635631 - Aikaisemman

tuloksen nojalla on voimassa k = 365" ja tasta seuraa, etta etsitty todennakoisyys on

365! (365 —n+1)- (365 —n+2) 364 365

365" - (365 —n)! 365"

Nama todennakoisyydet lahenevat n:n kasvaessa yllattavan nopeasti lukua 1: toden-
nakoisyys on jo yli %, jos joukossa on 23 ihmista ja se on yli 0,97, jos joukossa on 50

ihmista. O

Monissa tilanteissa on tarpeen tietéé sellaisten kuvausten f : [n] — [k] lukumé&ara,
joilla alkukuvien f~1{i}, i € [k], koot on ennalta annettu. Voimme ilmaista téllaiset
lukumaéarat nk. multinomikertoimien avulla. Maarittelemme nama kertoimet seuraavasti:

kun n ja j1,..., jr ovat sellaisia luonnollisia lukuja, etta j; + - - - + jx = n, niin asetamme

< n )_ n!
Ji-Jk gl gol gkl

Multinomikertoimet yleistavat binomikertoimia, silla voimme esittaa binomikertoimen

" ) Toisaalta voimme palauttaa multinomikertoi-

(7;) multinomikertoimena muodossa (j e

met, binomikertoimiin seuraavan palautuskaavan avulla.
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Lemma Kun luonnollisille luvuillen ja j1, ..., jx, missd k > 1, on voimassa j1+- - -+jx = n,

(ﬁ -é-jk) - (Z) (yZ -_--j;k) - (jlé-_-jf_l) (Z) |

Todistus. Todistamme yhtalon (jlfb_jk) = (ﬁ)(g_ﬁc) Yhtalo (j1~T~L~jk) = (Jln_jjk’il) (;”Q)

niin

todistetaan aivan vastaavasti.

<n)(n—j1)_ n! (n—j1)! n! _( n ) -
J1) \Jz - Jk gil-(n—g0)t gabe--gul il ol ! Jidk)

Palautuskaavan avulla voimme helposti todistaa seuraavan tuloksen, jolla on paljon

kayttoa kombinatoriikassa.

Lause Olkoon X n-joukko ja {yi,...,yx} k-joukko, missd k > 0, ja olkoon luonnollisille

luvuille 31, ..., jx voimassa j1 + - - -+ jr = n. Talloin joukon
{f . f on kuvaus X — Y ja |f~Hy;}| = ji jokaisella i € [k]}

koko on <j1'7jl'jk).
Todistus. Todistamme lauseen induktiolla luvun k£ suhteen. Jos k£ = 1, niin j; = n ja
viite patee koska [{f : f on kuvaus X — {y1}}| =1= (7).

Oletamme, ettd & > 1 ja vaite on jo todistettu kaikille joukoille Z, k — 1-joukoille
{u1,...,up—1} ja luvuille h; € N, missd hy + -+ + hy—1 = |Z|. Olkoon nyt X n-joukko,
{y1, ..., yx} k-joukko ja olkoon luonnollisille luvuille j, ..., jr voimassa j; + -+ + jr = n.

Merkitsemme
F={f:fonkuvaus X — {y1,...,ux} ja |f "y} = ji jokaisella i € [k]}.
Jokaisella A € P,,_;, (X) merkitsemme
Ga={g:gonkuvaus A — {y1,...,yr_1} ja |g” {vyi}| = j: jokaisella i € [k — 1]}

ja panemme merkille, ettd induktio-oletuksen nojalla on voimassa |G 4| = (Jln_]‘i ’i 1).
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Merkitsemme G = | J{Ga : A € P,_j, (X)} ja panemme merkille, ettd voimme méa-
ritelld kuvauksen © : F' — G kaavalla O(f) = f|(X ~ f~'{y:}). Tdmi kuvaus on bijektio,
koska silld on ka#nteiskuvaus ¥ : G — F, missd ¥U(g) on se kuvauksen g € G4 jatke
X —{y1,...,yx}, jolla on vakioarvo y; joukossa X \ A. Néin ollen on voimassa |F| = |G]|.

Maaritdmme vield joukon G koon. Joukot G4, A € P,,_;, (X), ovat keskenéén erillisié,
joten on voimassa |G| =) {|Ga|: A € Pp_j, (X)}; téstd seuraa aikaisemman nojalla, etta

on voimassa

o=, ) A emene =000 ) = () G50

Edellisen lemman sisaltama palautuskaava antaa nyt halutun lausekkeen (jl"r'L'jk) luvulle

|G| = |F|. Induktioaskel on téten suoritettu. [
Annamme muutamia esimerkkejé edellisen lauseen kaytosta.

Ongelma Montako eri sanaa voimme muodostaa sanan RAIVORAITTIIT kirjaimista

jdrjestelemalld ne uudelleen?

Ratkaisu. Voimme esittdé sanat 13-jonoina eli (oleellisesti) kuvauksina [13] — {A,I,O,R,T,V}.
Sanan on sisallettéava nelja I:té, kolme T:té, kaksi A:ta ja R:4a seké yksi O ja V. Halutun-
lainen kuvaus f : [13] — {A,I,0,R,T,V} toteuttaa siis ehdot |f~{I}| =4, |f~{T} = 3,
If7HAY = |fYHR} = 2 ja |f~HO} = |f~HV}| = 1; tillaisten kuvausten lukuméira

on

13 13!
= —=92.5.7-9.10-11-12-13 =1081 _
(432211) 3o 20910 3 =10810800. O

Ongelma Muodostamme sanoja jarjestelemalla sanan MAANALAINEN kirjaimet uu-
delleen.
(a) Montako eri sanaa néin saadaan?

(b) Monessako sanassa on sama ensimmaéinen ja viimeinen kirjain?

Ratkaisu. Sanassa MAANALAINEN on 4 A:ta, 3 N:aa ja yksi M,L,I ja E.

= 277200 kappaletta.

(a) Eri sanoja on (4311‘5 1)

(b) Sellaisia sanoja, joilla on A ensimmaéisené ja viimeisend kirjaimena on yhtd monta
kuin sanan MNALAINEN kirjainten erilaisia uudelleenjérjestelyja eli (231 11 1) = 30240

kappaletta. Sellaisia sanoja, joilla on N ensimmaisena ja viimeisené kirjaimena on yhta
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monta kuin sanan MAAALAIEN kirjainten erilaisia uudelleenjarjestelyja eli ( 41 191 1 1) =

15120 kappaletta. Yhteensa naita on 45360 kappaletta. O

Panemme merkille, ettd edellisen lauseen kuvausjoukko koostuu surjektioista jos ja
vain jos on voimassa j; > 0 jokaisella i € [k]. Emme laske téssd n-joukon ja k-joukon
valisten surjektioiden lukumaéraa yleisesti, mutta selvitimme yhden yksinkertaisen eri-
koistapauksen edellisen lauseen avulla.

Lemma Olkoon X n-joukko jaY (n—1)-joukko. Téllin surjektioiden X — Y lukumé&éra

n=1 .|
on ) n:

Todistus. Esitdmme joukon Y muodossa {y1,...,yn—1}. Jos j1, ..., jn—1 ovat sellaisia po-
sitiivisia luonnollisia lukuja, ettd j; + --- 4+ j,—1 = n, niin luvuista yksi on 2 ja muut

ykkosia. Téasta seuraa edellisen lauseen nojalla, etta surjektioiden X — Y lukumaara on

SR 5 AR A SR FEPPR
211---1) "\121---1) " \112--1 111---2)"

Téassa summassa on n — 1 yhteenlaskettavaa, joista jokainen on arvoltaan 5’ Téaten

saamme surjektioiden X — Y lukumé&araksi ("—;1) -n! O
Annamme vield yhden esimerkin edellisten tulosten kaytosta lukuméaaraongelmien yh-

teydessa.

Ongelma n palloa sijoitetaan umpimahkaisesti n:aan laatikkoon. Mika on todennakoi-

syys, etta tdsmalleen yksi laatikko jaa tyhjéksi?

Ratkaisu. Laskemme todennékoisyyden “suotuisien alkeistapausten” lukuméaran suhtee-
na kaikkien alkeistapausten lukumaaraan. Voimme ratkaista tehtavan monella eri tavalla:
voimme ajatella pallojen ja/tai laatikoiden olevan keskenéddn joko identtisié tai toisistaan
erottuvia. Alkeistapausten lukumaéaérat ovat néissa eri tapauksissa erilaiset, mutta ne an-
tavat saman todennakoisyyden tapahtumalle “tasmalleen yksi laatikko jai tyhjaksi”.
Koska haluamme kayttaa hyvaksi edella johdettuja lausekkeita kuvausten lukuméaaril-
le, oletamme etta kaikki pallot ja kaikki laatikot ovat toisistaan erottuvia. Tall6in voimme
tulkita alkeistapaukset kuvauksina n-joukolta P n-joukolle L. Merkitsemme K = {f :
f on kuvaus P — L}. Aikaisemman lauseen nojalla on voimassa |K| = n'; tdmé& on siis

kaikkien alkeistapausten lukumaéara.
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Laskemme suotuisien alkeistapausten lukumé&drin. Merkitsemme Sy = {f € K :
f(P) = L~ {{}} jokaisella £ € L. Suotuisien alkeistapausten joukko on S = J,c S
Koska joukot Sy, £ € L, ovat keskenaan erillisia, suotuisien alkeistapausten lukuméaara on

ZZeL |5l
Jokaisella ¢ € L joukko S, koostuu kaikista surjektioista P — L ~\ {¢}. Koska |P| =n

n—1
2

n—1 n
S| =" [Se| =n- —nl= <2>-n!

leL

ja |L~{l}| = n—1, edellinen lemma antaa yhtalon |Sy| = n!. Nain ollen on voimassa

Etsitty todennakoisyys on edellisen nojalla
S| (n)\ n! -
K| \2)nn’

IV 3. Stirlingin kaava.

Todistamme nyt “asymptoottisen” lausekkeen c-+/ne~"n" luonnollisen luvun n ker-
tomalle n! Asymptoottisuus tarkoittaa tassa sitd, etta lukujen n! ja c¢-/ne "n™ osaméaira
lahestyy ykkosta luvun n kasvaessa. On syyta panna merkille, ettd asymptoottisuudesta
ei seuraa, ettd luvut c-\/ne "n™ arvioisivat (eli “approksimoisivat”) lukuja n! “absoluut-
tisesti” eli siten, ettd erotukset n! — c - /ne~"™n"™ ldhestyisivat nollaa luvun n kasvaessa.
Kyseiset erotukset kasvavat rajatta m:n kasvaessa, joten luvut ¢ - y/ne "n" eivit anna
hyvad arviota kertomille n! Sen sijaan kertomien n! ja lukujen c - y/ne™"n" osamaarat
lahenevat n:n kasvaessa “hyvin nopeasti” ykkosta, joten saamme hyvan arvion lukujen
n! “suuruusluokalle” suurilla n:n arvoilla. Téamén suuruusluokka-arvion kayttokelpoisuus
perustuu siihen, ettd on (laskennallisesti) paljon helpompi arvioida lukujen ¢ - \/ne="n"

kuin kertomien n! suuruutta.

Merkitsemme edelld maariteltyad asymptoottisuutta seuraavasti:
nl~c-yvne "n".

Koska olemme téssa vain kiinnostuneita kertomien suuruusluokasta, meidan ei tarvitse
madarittad vakion ¢ € R tarkkaa arvoa. Kuuluisa Stirlingin kaava sisédltaa myos tiedon c¢:n

arvosta:

n! ~vV2rne "n".
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(Mainittakoon, ettd heikomman tuloksen n! ~ ¢ - y/ne™"n" todisti de Moivre jo ennen
Stirlingia; Stirlingin ansiona on vakion ¢ tarkan arvon /27 méarittdminen.)

Ryhdymme nyt todistamaan (de Moivren) kaavaa n! ~ ¢ /ne="n"

. Todistus pe-
rustuu siihen, ettd arvioimme luonnollisen logaritmifunktion kuvaajakayran y = Inz ja
r-akselin osan [1,n] viliin jidvin alueen A, = {(z,y) ER?: 1<z <nja0 <y <Inx}

pinta-alaa.

n

Oikeasti lggaritmikayrd y = Inx on seuraavan nakoinen, mutta olemme muuttaneet
mittakaavoja pysty- ja vaakasuunnissa, jotta voisimme paremmin havainnollistaa todis-

tuksen kulkua.

4
3
2
H1

4 | 12 3 4 5 6 7 8 9 1011 1213 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28

1
2
1-3
4

Logaritmifunktio y = Inx on téssd yhteydessa kayttokelpoinen siita syysta, ettéd lo-
garitmien laskusédénnon In(ab) = Ina + Inb nojalla voimme esittdd luonnollisen luvun n

kertoman logaritmin lukujen 1,2, ..., n logaritmien summana:
Inn!l=Inl+n2+---+Inn.

Palautamme nyt mieleen muutamia logaritmifunktion ominaisuuksia, joita tarvitsem-
me seuraavassa todistuksessa. Funktio y = Inz on maéritelty positiivisille z:n arvoille ja
In1 = 0. Funktio y = Inz on koko maéritysjoukossaan derivoituva ja sen derivaattafunk-
tio on y = % Koska derivaatan arvo on jokaisella x > 0 positiivinen, funktio y = Inx
on aidosti kasvava. Toisaalta derivaatan arvo, eli kuvaajakéyrélle pisteeseen (z,lnx) piir-

retyn tangentin kulmakerroin, pienenee z:n kasvaessa ja tastd seuraa, etta kuvaajakayra
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on yléspdin kupera, mika tarkoittaa sitd, ettd kayrdn kahden pisteen (z,Inz) ja (z,Inz)
yhdysjana on aina kayran alapuolella.

Funktion y = In x integraalifunktio on y = x Inz — z, kuten ndemme derivoimalla:

1
D(zlnz — x) :lnx—l—x; —1l=Inz.

Edelld mainitun tasoalueen A,, pinta-alalle a,, saamme integroimalla tarkan arvon:
n n
an :/ lnxdx:/ zlnz —x=nlnn—-—n+1.
1 1

Aikomuksenamme on nyt arvioida pinta-alaa a,, seké alas- ettd ylospédin. Jaamme x-
akselin vélin [1, n| osavéleihin [1,2],[2,3],..., [n —1,n] ja tarkastelemme vastaavien alueen
A, osien A, = {(z,y) € Ay, : k <2 < k+1} pinta-aloja. On voimassa A,, = U?;ll Ay ja
tasté seuraa, koska alueet A,, j, ovat “reunaviivojaan lukuunottamatta” keskenaan erillisia,
ettd alueen A, pinta-ala voidaan esittdd summana osa-alueiden Aq, Ao, ..., A,,_1 pinta-

aloista. Nain ollen voimme erikseen arvioida osa-alueiden pinta-aloja alas- ja ylospain.

Arvioidessamme pinta-aloja alaspéin tarkastelemme alueen A, asemasta siihen si-
saltyvad aluetta B, joka jda z-akselin ja kéyrén pisteitd (1,In1),(2,In2),...,(n,Inn)

yhdistavan murtoviivan véliin.
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Kyseinen alue siséiltyy alueeseen A,, koska kédyréan y = Inx pisteiden yhdysjanat ovat
(padtepisteitadn lukuunottamatta) kokonaisuudessaan kiyrén alapuolella (kdyrén ylospéin
kuperuuden nojalla).

Alueen A,, osa-alueen A, j ja alueen B, leikkausaluetta B,, j rajoittaa puolisuunnikas,
jonka kérkind ovat pisteet (k,0), (k+1,0), (k+1,In(k+1)) ja (k,Ink) (alue B,, ; on itse
asiassa kolmio, joka téssa tulkitaan “surkastuneeksi puolisuunnikkaaksi”).

Puolisuunnikkaan pinta-ala saadaan kertomalla keskendan yhdensuuntaisten sivujen
pituuksien keskiarvo ja yhdensuuntaisten sivujen vélinen etaisyys. Aluetta B,, ; rajoitta-
valla puolisuunnikkaalla on kaksi pystysuoraa sivua, joiden keskindinen etdisyys on yksi ja
joiden pituudet ovat Ink ja In(k + 1); téten B, j:n pinta-ala on 3 (Ink + In(k + 1)).

Edellisen nojalla alueen B,, pinta-alalla b,, on lauseke

b, ==[(In1+1In2)+ (In2+1n3)+- -+ (In(n — 1) + Inn)]

DO

—~

1
ln2—|—ln3—|—-~-—|—ln(n—1)—|—lnn)—§lnn
1
=lnn!—-Inn.
2

Tarkastelemme seuraavassa alueiden A,, ja B, pinta-alojen erotusta
1 1
En=0ap — b, =(nlnn—n+1)— (Inn! — §lnn) = (n+§)lnn—n+1—lnn!

Tiedamme edellisesta, etta luku e, on positiivinen jokaisella n = 1,2,... Lisaksi luku-
jen maaritelméasta seuraa, ettd luvut €, kasvavat n:n kasvaessa. Pyrimme seuraavassa
loytamaan luvuille €,, yhteisen ylarajan. Tassa tarkoituksessa arvioimme pinta-aloja a,,
kahdella eri tavalla ylospain.

Kayran y = Inz ylospain kuperuudesta seuraa, ettd kayrd on jokaisen tangenttin-
sa alapuolella. Kéytdmme hyvéksi kayrélle pisteisiin (k,Ink) piirrettyjd tangentteja ja
konstruoimme alueita A,, j laajempia puolisuunnikkaiden rajoittamia alueita.

Ensimmainen arviomme ylospain on seuraavan kuvan mukainen:

S
-
//
_—

]

T
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Pisteeseen (k,In k) logaritmikayrélle piirretyn tangentin kulmakerroin on % ja tangen-
tin yhtalo on siten y — Ink = %(w — k); sijoittamalla tdhén yhtdl6én z:n arvoksi luvun
k 4+ 1 ndemme, ettd tangentti leikkaa (pysty)suoran z = k + 1 pisteessa (k + 1,Ink + %),
tdméan pisteen sekd pisteiden (k,Ink), (k,0) ja (k + 1,0) méarittAméa puolisuunnikas si-
saltdé alueen A, ;. Téten puolisuunnikkaan pinta-ala 3(Ink 4+ Ink + ) = Ink + 57 on
suurempi tai yhtasuuri kuin alueen A,, , pinta-ala. Laskemalla yhteen syntyvien n — 1:n

puolisuunnikkaan pinta-alat saamme seuraavan ylarajan luvulle a,,:

1 1 1
n<Inl4+—=-+4+In24+-+---+1 -1+ —
an Slnl+ o +In2+ 2+ +In(n )+2(n_1>
Inl+mn24---+In(n—-1)+1 1 +1+1+ + !
=In n <o+ In(n — nn—Inn+-+-4--4+ ———
2 4 2(n—1)
Inn!—1 +1+1+ + !
=Inn!—In — - —
TRy 2(n — 1)
Toinen arviomme ylospéin on seuraavan kuvan mukainen:
S
2 3 N

Pisteeseen (k + 1,In(k 4 1)) logaritmikéyrélle piirretyn tangentin kulmakerroin on

k%rl ja tangentin yhtélo on siten y — In(k + 1) = — k — 1); sijoittamalla tdhén

1
T (2
yhtél6on z:n arvoksi luvun k& ndemme, ettd tangentti leikkaa (pysty)suoran x = k pis-

teessd (k,In(k + 1) — ); tdmén pisteen seké pisteiden (k + 1,In(k + 1)), (kK + 1,0) ja

k:+1

(k,0) méaarittdma puolisuunnikas siséltdd alueen A,, . Téten puolisuunnikkaan pinta-ala
T(In(k+1) +In(k+1) — k+1) =In(k+1)— m on suurempi tai yhtasuuri kuin alueen

A, i pinta-ala. Laskemalla yhteen syntyvien n — 1:n puolisuunnikkaan pinta-alat, saamme

seuraavan ylarajan luvulle a,:

1 1

1 1 1 1
n<In2—-+n3—--+---+lnn——=Inn!'— - — - —--. — —,
n = 4+n3 6+ +mn 2n nn 4 6 2n
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Meilla on nyt kaksi ylarajaa luvulle a,, ja my0s naiden ylarajojen keskiarvo on luvun

an ylaraja. Taten on voimassa

a <1[(lnn!—lnn—l—l-l—l-l—----l-;)—|—<lnn!—1—l ----- i)]
"2 2 4 2(n —1) 4 6 2n
:lnn!—ln—n—i—l—i
2 4  4n

1 1
glnn!—§lnn—|—1.

Epéyhtélon a, < Inn! — %lnn + i ja aikaisemmin johdetun yhtalon b, = Inn! — %lnn

avulla saamme nyt n:std riippumattoman ylarajan luvulle €,, = a,, — b,,:

1 1
En = Ay — by, glnn!—ilnn—l—z — (Inn! — Elnn) =71
Koska lukujono €1, €9, .... on aidosti kasvava ja koska on voimassa €, < i jokaisella n,

jonolla on (reaalilukujen taydellisyysaksioman nojalla) raja-arvo r € R. On siis voimassa
&, — 7, kun n — co. Palautamme nyt mieliin aikaisemmasta, ettd e, = (n+1)Inn—n+

1 — Inn! jokaisella n. Néin ollen on voimassa
1
(n+§)lnn—n+1—lnnler kun n — oo

Vetoamme nyt eksponenttifunktion y = e* jatkuvuuteen ja paattelemme edellisen nojalla,
etta on voimassa

1 _ — |
8(n—|—2)lnn n+1—Inn! N 87" kun n — oo

Eksponenttien laskusaantojen ja logaritmin maaritelméan nojalla on voimassa

1 —n+1-Inn! (n+3) | o ~ Il
e(n+2)lnn n+1 lnn.:elnn(”+2)-e nlel. e

=n"tz.e " e (n)~!

e-v/n-n"t-e "

n!

1—r

Kun merkitsemme ¢ = e"~", niin edellisen nojalla on voimassa

c-y/n-n"-e "
— 1 kun n — oo.

n!
Edellisestd seuraa, ettd on voimassa n! ~ c¢-/nn"e ". O
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Annamme esimerkin siitd, miten voimme kayttéa edelld johtamaamme kertoman asymp-
toottista lauseketta myos binomikertoimien tarkasteluun.

Pascalin kolmion tarkastelu antaa vaikutelman, etta kiintealla n:n arvolla binomi-
kertoimet 7 ovat suurimmillaan kun k on lahelld lukua 5. Tama tosiaan pitaa yleisesti
paikkansa, kuten ndemme tarkastelemalla kahden (luvun k suhteen) perédkkiisen binomi-

kertoimen suhdettas:

() _  moewm k41
(1) W'—k—l)' n—k

Onvoimassa%Slkunkﬁ%—%ja%Zlkunk}Zﬂ—%. Koska k ja n ovat

N

kokonaislukuja, ehto k < 3 — % toteutuu, mikali on voimassa k < 4. Téten on voimassa

n n n n n n
< — > > — .
<k> _(k—i-l) kun kb < 5 Jja <k) _(kz—l—l) kun k2 3

Edellisesta seuraa, etta jos n on parillinen, niin (Z) saa suurimman arvon kun k£ = 3 ja

jos n on pariton, niin (Z) saa suurimman arvon kun k = ”Til

Arvioimme nyt Stirlingin kaavan avulla parilliseen lukuun 2n liittyvaa suurinta bino-

mikertointa (27?) Saamme asymptoottisen arvion

22n

<2n) _(2n)! eV2ne 2 (2n) V2

n) walnl " (cy/ne—mnm)? :c\/ﬁ

Sijoittamalle c:n tilalle sen arvon v/27, saamme tulokseksi

2n 92n
n R

Koska 22" ilmoittaa 2n-joukon kaikkien osajoukkojen lukumiirin, saamme edellisen no-

jalla asymptoottisen arvion n-osajoukkojen suhteelliselle osuudelle 2n-joukon kaikkien osa-

joukkojen perheessa:

[\
0
3
%‘H
S
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V. VERKOT.

V 1. Verkon maaritelma.

Mainitsimme aikaisemmin, etta aarellisen joukon relaatioita voidaan usein tarkastel-
la kuvallisten esitysten, nk. nuolikaavioiden avulla. Puhumme suhteikosta (X, R) kun
tarkastelemme aarellisen joukon X relaatiota R sellaisen nuolikaavion avulla, jossa X:n al-
kiot on esitetty vain yhteen kertaan. Palautamme mieliin, ettd saamme suhteikolle (X, R)
graafisen esityksen téllaisena nuolikaaviona kun esitdmme joukon X alkiot tason pisteina
(esimerkiksi paperilla) ja sitten piirrimme alkioita = ja y esittdvien pisteiden vélille nuo-
len aina kun zRy. Jos xRz, niin nuolen suunnalla ei ole merkitysta ja piirramme nuolen
asemasta “silmukan” alkiota x esittdvéan pisteen kohdalle.

Tarkastelemme seuraavassa vain sellaisia suhteikkoja (X, R), joissa ei ole silmukoita
ja joissa “kaikki nuolet ovat kaadnnettavissa”. Silmukattomuus tarkoittaa relaation R ir-
refleksiivisyyttéd eli ehdon RN Ax = ) voimassaoloa. Nuolten kdannettavyys puolestaan
tarkoittaa relaation R symmetrisyytté eli ehdon R~! = R voimassaoloa.

Jos tieddmme relaation R symmetriseksi, niin jarjestetyn parin (z,y) “jarjestykselld ei
ole valia” relaatiossa R mukana olon kannalta. Tasta syysta voimme esittaa symmetrisen
relaation R “jarjestdméttomien parien”, eli joukkojen {z,y}, missi (x,y) € R, avulla.
Jos liséksi tiedimme R:n olevien irrefleksiivinen, niin edellisessé esityksessa ei ole mukana

yhtéan yksiota {z,z}. Talla tavoin paddymme seuraavaan maéritelmaén.

Maaritelma Verkko on sellainen pari G = (X, V), missd X on &arellinen joukko ja
V C Py (X)

Kutsumme joukon X alkioita verkon G pisteiksi ja joukon V alkioita G:n wvitvoiksi.

Otamme kayttoon erditd verkkojen geometriseen esitykseen liittyvia havainnollisia
merkint6ja ja nimityksid. Kutsumme seuraavassa kaikkia kaksioita {z,y} viivoiksi ja kay-
tdmme viivalle {z,y} € V kuvaavaa lyhennysmerkintdd Ty. Sanomme, ettd alkiot x ja y
ovat viivan Ty padatepisteita. Panemme merkille, ettd 7y = yx.

Olkoon G = (X, V) verkko. Jos Tz € V, niin sanomme, ettd “G:ssd on x:n ja z:n

valinen vitwa” tai “x ja z ovat vierekkain G:ssd” .

69



Kun G = (X, V) on verkko, niin merkitsemme G:n pisteiden joukkoa X symbolilla Pg
ja merkitsemme G:n viivojen joukkoa V symbolilla V;. Nailla merkinnéilla on voimassa

G = (Pg,Va).

Esitdmme verkon G = (X, V') graafisesti esittdmaélld joukon X alkiot tason pisteind ja

piirtamalla pisteiden z ja y valille viivan tai kaaren aina kun zy € V.

Esimerkki Seuraava kuvio esittaé erasta kuusipisteista ja 12-viivaista verkkoa:

Verkon G piste x on G:n eristetty piste, mikali x ei ole yhdenkaan verkon G viivan
paatepisteend. Toisin sanoen, piste x on eristetty G:ssé, mikéli x ei ole vierekkéin mink&an

G:n pisteen kanssa.

Jos verkon pisteiden joukko on tyhja, niin talloin myos verkon viivojen joukko on
tyhja; kutsumme verkkoa (0, ()) “tyhjaksi verkoksi” ja muiden verkkojen sanomme olevan
“epatyhjia verkkoja”. Huomaamme, etta epatyhjassakin verkossa voi viivojen joukko olla

tyhja; tallaisessa verkossa kaikki pisteet ovat eristettyja.

Verkkoja esiintyy mita moninaisimmissa yhteyksissa, kuten ilmenee sellaisista nimi-
tyksista kuten “puhelinverkko”, “tietoverkko”, “hermoverkko” ja “katuverkosto”; myos
erilaisia kulkukaavioita, tietokantoja, etsintapuita, molekyylimalleja, jne. voidaan esittaa
verkkoina. Usein kdytamme eri yhteyksiin havainnollisesti liittyvaa sanastoa ylla esitetyn
sanaston asemesta. Esimerkiksi jokaiseen avaruuden R® monitahokkaaseen liittyy verkko,
jonka pisteina ovat tahokkaan kdrjet ja viivoina tahokkaan sarmdat. Pyramidiin, kuutioon
ja sddnnolliseen 12-tahokkaaseen (eli dodekaedriin) liittyvét verkot ovat seuraavan kaltai-

sia:
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Muissa yhteyksissa voimme puhua esimerkiksi verkon pisteiden ja viivojen asemasta
tiloista ja siirtymasta, verkossa vierekkain olevien pisteiden voidaan sanoa olevan toistensa
naapureita jne.

Annamme nyt esimerkin verkkojen kaytosta “kaytannon tilanteessa”.

Esimerkki Kahdella henkilolla on kahdeksan litran vetoinen ruukku taynna viinia. Li-
saksi heilla on kaksi tyhjaa ruukkua, viiden ja kolmen litran vetoiset. Onko heidan mah-
dollista jakaa viini keskenain tasan kun kaytettavissa ei ole muita mittausvéalineita kuin
kyseiset kolme ruukkua (ainoa “sallittu” mittaustoimenpide on siis kaataa viinia ruukusta
A ruukkuun B yli laikyttamatta siten, ettd joko ruukku A tyhjenee tai ruukku B tulee

tayteen)?

Ratkaisu: Merkitsemme lukukolmikolla zyz tilannetta, jossa kahdeksan litran ruukussa
on z litraa viinia, viiden litran ruukussa on y litraa ja kolmen litran ruukussa z litraa.
Alkutilanne on siis 800. Alkutilanteesta péaasee sallituilla mittaustoimenpiteilla tilanteisiin
350 ja 503. Tilanteesta 350 paasee takaisin alkutilanteeseen 800 ja lisaksi tilanteisiin 323
ja 053; tilanteesta 503 paasee tilanteisiin 800, 530 ja 053. Voisimme kirjata muistiin mah-
dolliset siirtymat tilanteesta toiseen “seuraajaluetteloiden” avulla, mutta saamme paljon
havainnollisemman kuvan siirtymien kokonaisuudesta piirtdmalla kaavion, jossa kahden
eri tilanteen valilla on nuoli, mikali ensimmaisesta paasee toiseen sallitulla mittaustoimen-
piteella; kaavio yksinkertaistuu huomattavasti kun piirramme sen vaiheittain alkamalla
alkutilanteesta ja jattdmaélla pois sellaiset nuolet, jotka vievat “takaisinpéin” (eli viimei-
sessa vaiheessa saavutetusta tilanteesta sellaiseen tilanteeseen, johon oli jo paasty jossain
aikaisemmassa vaiheessa). Jos aloitamme kaavion piirtdmisen sivun vasemmasta laidasta
ja sijoitamme uudet tilanteet vanhojen oikealle puolen, niin voimme jattaa nuolten suunnat

merkitseméatta ja paddymme seuraavan nakoiseen kaavioon.
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350k—{323—{620—{602}— 152} 143} 440]
1800 053]
503F—{530—{ 233251701710} 413]

Voimme siis kuvata ongelmaa verkolla, josta nakyy suoraan, ettd annettu tehtava on

ratkaistavissa ja etta viini voidaan jakaa tasan seitsemalld mittauksella.

Maarittelemme seuraavaksi tilanteen, jossa kaksi verkkoa ovat “samanrakenteisia” ja

siten verkkojen teorian kannalta oleellisesti samoja.

Maaritelma Verkot G ja H ovat isomorfiset jos on olemassa sellainen bijektio ¢ : P —
Py, ettd kaikilla =,z € Pg on voimassa Tz € Vi jos ja vain jos p(x)p(z) € Vy; téllaista

bijektiota ¢ kutsutaan verkkojen G ja H viliseksi isomorfismiksi.

Voimme liittaa jokaiseen injektioon g : X — Y vastaavan “viivakuvauksen” g :
Pa(X) — Pa2(Y), jonka médrittelemme kaavalla g(7z) = g(x)g(z). Talla merkinnalla
voimme luonnehtia verkkojen G ja H pistejoukkojen valisen kuvauksen ¢ isomorfisuutta

seuraavasti:

@ on verkkojen G ja H valinen isomorfismi jos ja vain jos
@ on bijektio P — Py ja ¢ on bijektio Vg — V.

Maaritelméasta seuraa suoraan, etta jos verkot G ja H ovat keskendan isomorfiset, niin
talloin joukoissa Pg ja Py on yhta monta alkiota ja joukoissa Vi ja Vg on yhta monta
alkiota. Taten pisteiden, nuolien tai viivojen lukumaéaarien laskeminen saattaa toisinaan
riittda osoittamaan sen, ettd annetut kaksi verkkoa eivat ole keskenadn isomorfiset. Tama
paattely ei toimi toiseen suuntaan: verkkojen G ja H isomorfisuuteen ei riita, ettd on
olemassa bijektiot ¢ : P — Py ja 0 : Vo — Vg, vaan vaaditaan lisaksi, ettd on oltava
0= .

Usein kahden verkon keskinéisen isomorfisuuden tai ei-isomorfisuuden osoittaminen
on kaytannossa vaikeaa, varsinkin jos verkkojen pisteiden ja viivojen lukumaarat ovat
suuria. Seuraavassa kuvassa esiintyy kaksi erinakoista verkkoa, jotka voimme kuitenkin

suhteellisen helposti nahdé keskenaan isomorfisiksi.
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Harjoitustehtava: Osoita, etta edelliset kaksi verkkoa ovat isomorfiset.

Testatessamme annettujen verkkojen mahdollista epaisomorfisuutta meidan kannat-
taa laskea verkkojen kaikkien pisteiden lukumaérien ohella myos eristettyjen pisteiden
lukumaérat: isomorfisilla verkoilla ndméa lukumaérat ovat selvastikin samat. FErityisesti,
kaksi verkkoa ovat epéisomorfiset, jos toisessa on eristetty piste, mutta toisessa ei ole.
Mainitsemme nyt yhden epaisomorfisuustestin, joka ei ole yhté ilmeinen kuin pelkka luku-

maarien laskeminen.

Sanomme, etta verkko G on kaksijakoinen, mikali sen pisteet voidaan varittad kahdella
varilla niin, etteivat mitkaan kaksi samanvarista pistetta ole verkossa vierekkain. Tallainen
verkko voidaan aina esittda samalla lailla kuin ylla oikeanpuolimmainen verkko: verkon
pisteiden joukko jakautuu kahteen erilliseen osaan ja kaikki verkon viivat “kulkevat noiden

kahden osan valilla”.

Vaikka verkko olisikin kaksijakoinen, ei tatd ominaisuutta valttamatta huomaa, jos
verkolle annettu esitys ei muistuta ylla kuvattua. Kaksijakoisuutta voi kuitenkin helposti
testata varittelemalla verkon pisteita seuraavalla tavalla: aloitamme mielivaltaisesta pis-
teesta ja varitdmme sen mustaksi. Sitten varitamme pisteen kaikki naapurit valkoisiksi,
kaikki naiden naapurit mustiksi ja niin edelleen. Jos saamme téaten varitettya kaikki ver-
kon pisteet, eikd missadn vaiheessa tule samanvarisid vierekkaisia pisteitd, niin verkko
on kaksijakoinen. Jos sen sijaan tama varittaminen paattyy “ristiriitatilanteeseen”, jos-
sa kahdelle vierekkaiselle pisteelle tulee sama vari, niin voimme paatella, etta verkko e:
ole kaksijakoinen. Koska kaksijakoisuus selvasti “sailyy isomorfismeissa”, voimme paatella

kahden verkon epaisomorfisuuden siita, etta yksi niista on kaksijakoinen ja toinen ei ole.
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Esimerkki Alla kuvattujen verkkojen ylimmét pisteet on vérjatty mustiksi, ylimmaéan
pisteen naapurit valkoisiksi ja ndiden naapurit taas mustiksi; tassa vaiheessa oikeanpuolisen
verkon alimmat pisteet ovat molemmat mustia ja saimme “ristiriidan”, koska ndma pisteet
ovat verkossa vierekkdin. Oikeanpuolinen verkko ei siis ole kaksijakoinen. Kuten alla
nakyy, voimme saattaa vasemmanpuolisen verkon véarityksen loppuun ilman, etta syntyy
“ristiriitaa”; tama verkko on siis kaksijakoinen. Nain naemme, ettd nama kaksi verkkoa

eivat ole keskendin isomorfiset.

Maaritelma Olkoot G ja H verkkoja. Verkko H on verkon G aliverkko, jos Py C Pg ja
Vi C V. Verkon G pisteiden joukon Pg osajoukon A wvirittamd G:n aliverkko on se G:n

aliverkko H, joka madrdytyy ehtojen Py = A ja Vg = {7z € V5 : {x, 2z} C A} nojalla.

Esimerkki Seuraavista verkoista H on G:n aliverkko ja J on joukon Pjp osajoukon

{j,l,m,n,o0,p,q} virittdma H:n aliverkko.

3 O
® O
O-®
20:C
@ O 0 g
G H J

Aliverkkojen tarkastelu auttaa toisinaan isomorfisuustarkasteluissa. Voimme esimer-
kiksi etsid annetuista verkoista yksinkertaisia ja suhteellisen helposti havaittavia aliverk-

koja, kuten vaikkapa “kolmioita” A tai “nelikulmioita”
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Esimerkki (a) Alla oikeanpuolisessa verkossa on nelikulmio, mutta vasemmanpuolisessa

ei ole; verkot ovat siis epaisomorfiset.

Py

(b) Samalla perustelulla kuin (a)-kohdassa voimme osoittaa, ettd myoskaédn seuraavat kaksi

verkoa eivat ole keskenddn isomorfiset.

e

Annamme naiden verkkojen epaisomorfisuudelle toisenkin perustelun. Naméa verkot
eivat ole keskenaan isomorfiset, silld jos “poistamme” vasemmanpuolisesta verkosta “keski-
pisteen” ja sen kolme naapuria, niin jaljellejaavat pisteet virittavat kuusikulmioaliverkon,
mutta jos poistamme oikeanpuolisesta verkosta minka tahansa pisteen (vaikkapa ylimmén
pisteen) ja kaikki sen naapurit, niin jiljelle jadvien pisteiden virittdmé aliverkko ei ole

kuusikulmioverkko, kuten alla oleva kuva osoittaa:

-

Mainitsemme vield, ettd (a)- ja (b)-kohtien vasemmanpuoliset verkot ovat keskendan
isomorfiset: ne molemmat esittavat nk. Petersenin verkkoa.

Kuten jo edellisen esimerkin (a)-kohta osoittaa, suhteellisen yksinkertaistakaan ku-
viota, kuten 4-, 5- tai 6-kulmiota, ei valttamatta aivan helposti huomaa verkosta, koska

tallainen kuvio voi esiintya “epatavallisessa muodossa”:
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Kuviot ovat kaikkein havainnollisin tapa esittaa “pienia” verkkoja mutta jos pisteita
ja nuolia on paljon, tulee kuvioista usein sekavia, eikd niista ole enaa hyotya. Tasta
syysta verkkoja esitetaan myos muilla tavoin, esimerkiksi nk. seuraajaluetteloilla, joissa

luetellaan, jokaiselle verkon G = (X, V') pisteelle x, kaikki pisteen = naapurit G:ssé.

Esimerkki Aikaisemman esimerkin verkko .J esitettyna seuraajaluetteloiden avulla:

I p,n nl mlo 1,9

Voimme myo0s antaa verkon viivajoukon jonkin saannon tai kaavan avulla. Esimerkiksi
voimme mééritelld verkon G, jonka pistejoukkona on joukon [5] 2-osajoukkojen perhe, eli

Pg = P»[5] ja jonka viivajoukko méiritelldin sainnollda AB € Vg <= AN B = ().
V 2. Pisteiden asteet.
Johdamme seuraavassa hyodyllisen lausekkeen verkon viivojen lukumaéaralle. Tahan

tarvitsemme verkon pisteen “asteen” kasitetta.
Maaritelma Verkon G = (X, V) pisteen x aste on luku
dg(x) ={ze X Tz € V}.
Luku dg(x) ilmoittaa siis niiden G:n viivojen lukumé&érén, joilla on piste = yhtend
paatepisteena, eli “pisteesta x lahtevien” viivojen lukuméaaran.

Esimerkkeja (a) Olkoon f erillisten #érellisten joukkojen X ja Y véilinen kuvaus.
Maéérittelemme verkon F ehdoilla Pp = X UY ja Vp = {{z, f(z)} : * € X}. Panemme

merkille, ettd verkko F' on kaksijakoinen. Koska f on kuvaus, jokaisella z € X on voimassa
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dr(z) = 1. Kuvaus f on injektio jos ja vain jos jokaisella y € Y on voimassa dp(y) <1 ja

f on surjektio jos ja vain jos jokaisella y € Y on voimassa dp(y) > 1.

(b) Seuraavassa verkossa G on voimassa dg(a) = dg(c) = 2 ja dg(b) = de(d) = 3; verkossa

H on jokaisen pisteen aste 2.

G

(&) (©) 0 q

H

Todistamme nyt seuraavan verkon viivojen lukumaaraa koskevan tuloksen.

Lause Verkolle G on voimassa

> da(z) =2- Vgl

r€Pg

Todistus. On voimassa

Y de(z)= > |{z€Ps:T2e Vel

x€ Pg x€ Pg

ja oikeanpuolisessa lausekkeessa kuhunkin viivaan ab € Vg liittyy kaksi alkiota, eli sen
paitepisteet a ja b, jotka kumpikin lisddvat yhden summattaviin lukumaériin; néain ollen

oikeanpuolisen lausekkeen arvo on 2|Vg|. O

Esimerkki Kuhunkin shakkipelin nappulaan, sotamiesta lukuunottamatta, liittyy verk-
ko, jonka pisteina ovat shakkilaudan ruudut ja jossa viiva “yhdistad” kahta ruutua, mikali
yhdesta voi siirtya toiseen kyseisella nappulalla. Kuninkaaseen ja hevoseen liittyvat verkot

ovat seuraavan nakoisia:
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Kayttamalla edellisen lauseen tulosta voimme helposti laskea edella kuvattujen verk-
kojen K ja H viivojen lukumaarat.

Verkossa K laudan “sisaruudun” aste on 8 kun taas “kulmaruutujen” aste on 3 ja
muiden “reunaruutujen” aste on 5. Taten verkon K viivojen lukuméaara on puolet luvusta
36-84+4-3+24-5eli vg = 210.

Verkon H pisteen aste on joko 2,3,4,6 tai 8. Neljan kulmaruudun aste on 2. Kulmaruu-
tujen viereisten kahdeksan reunaruudun aste on 3. Lopuilla kuudellatoista reunaruudulla
on kullakin asteena 4. Jos poistamme laudan reunaruudut ja tarkastelemme jaljellejaavan
6 x 6 ruudukon reunaruutuja, niin ndemme ettd neljalla kulmaruudulla on asteena 4 ja
muilla kuudellatoista reunaruudulla on kullakin asteena 6. Pienemman ruudukon kuudel-
latoista sisaruudulla on kullakin asteena 8. Taten verkon H viivojen lukumaéra on puolet

luvusta 4-2+8-34+16-4+4-4+16-6+16-8 eli vy = 168. O

Sanomme verkon G pisteen x olevan parillisasteinen, jos luku dg(x) on parillinen ja
paritonasteinen, jos luku dg(x) on pariton. Koska verkon pisteiden asteiden summa on

edellisen lauseen nojalla parillinen, saamme lauseelle seuraavan korollaarin.
Seuraus Verkon paritonasteisten pisteiden lukumaara on parillinen.

Esimerkki Osoita, ettd jos talossa on vain yksi ulko—ovi, niin siind on ainakin yksi

huone, jossa on pariton maara ovia.

Ratkaisu: Merkitsemme talon huoneiden joukkoa H:lla ja merkitsemme wu:lla talon ul-
kopuolta; seuraavassa kutsumme myo6s u:ta “huoneeksi”. Merkitsemme O:lla huoneiden

valisten ovien joukkoa.
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Merkitsemme G:1li ehtojen P = H U {u} U O ja Vg = {ho : 0 on huoneen h ovi}
méarittdmaa verkkoa. Panemme merkille, ettd dg(u) = 1. Edellisen korollaarin nojalla
on olemassa sellainen G:n paritonasteinen piste a, ettd a # u. Jokainen ovi o on kahden
huoneen vélinen ovi, joten on voimassa dg(0) = 2 ja siten a # o. Edellisen nojalla pétee,

ettd a € H. Huoneen a ovien lukumééré on dg(a), joten tdmé lukuméérd on pariton. [

Sanomme verkon olevan parillisasteinen, mikali sen jokainen piste on parillisasteinen
ja paritonasteinen, mikali sen jokainen piste on paritonasteinen. Edellisen korollaarin
tuloksesta seuraa, etta paritonasteisessa verkossa on parillinen maara pisteita.

Mainitsemme lopuksi, ettd asteiden tarkastelu auttaa toisinaan osoittamaan kahden
verkon G ja H epiisomorfisuuden: jos esimerkiksi joukot {z € Pg : dg(z) = k} ja {x €
Py 2 dp(z) = k} ovat erikokoiset (jollain luvulla k£ € N), niin G ja H eivéit ole isomorfiset
tai jos vaikkapa G:ssa on vierekkéin k-asteinen piste ja f-asteinen piste, mutta H:ssa ei ole

tallaisia vierekkaisia pisteita, niin talloinkaan G ja H eivat ole isomorfiset.

Esimerkki Seuraavat kaksi verkkoa eivat ole isomorfiset: molemmissa on tasmaélleen
kaksi neliasteista pistettd, mutta vasemmanpuolisessa verkossa nailla on kaksi yhteista

naapuria ja oikeanpuolisessa vain yksi.

V 3. Kulku verkossa. Yhtendaisyys.
Maarittelemme nyt kasitteen, joka liittyy siihen, miten verkossa “padsee” pisteesta
toiseen.

Maaritelma Olkoon G verkko. Kulku G:ssé on sellainen jono Z = (zg,...,2,) G:n

pisteitd, ettd n € N ja jokaisella i € [n], viiva T;_12; on verkon G viiva.

Otamme kayttoon kulkuihin liittyvaa sanastoa ja merkint6ja. Olkoon = = (zg, ..., x,)

kulku verkossa GG. Sanomme, ettd kulku z kay pisteissa xg, ..., z,. Sanomme myos, etta
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x on kulku pisteesta xqg pisteeseen x, ja merkitsemme Z : rg — x,. Jos xg = x,, niin

sanomme, ettd T on pisteestd xg ldhteva kierros G:ssa.

Esimerkkeja (a) Jono (k,u,l, k,u) on kulku allaolevassa verkossa G mutta ei G:n ali-

verkossa H; jono (o, h,i,k,u,l, k,u, k,i,el,t,0) on kierros verkossa S.

G H S

(b) Verkkoja tutkitaan usein kulkujen avulla ja yritetddn esimerkiksi selvittdd, onko
annetussa verkossa G FEulerin kulkua, eli sellaista kulkua, joka kulkee “pitkin jokaista
G:n viivaa” tasmalleen yhden kerran tai Hamiltonin kulkua, eli sellaista kulkua, joka kiy
jokaisessa G:n pisteessa tasmalleen yhden kerran. Hamiltonin kulun olemassaolo on vaikea
kysymys, mutta Eulerin kulun olemassaoloa voidaan luonnehtia yksinkertaisilla ja helposti
todennettavilla ehdoilla: esimerkiksi, jos G:ssa ei ole eristettyja pisteitd, niin G:ssd on
Eulerin kierros jos ja vain jos G on parillisasteinen ja “yhtendinen” (méérittelemme tdmén

késitteen myShemmin téssé luvussa).

Olkoon z = (xq,...,x,) kulku verkossa G. Sanomme, ettd T on n-askeleinen kulku
ja sanomme myos, etta n on kulun = pituus. Panemme merkille, etta 0-askeleinen kulku
verkossa GG on jono (z), missé x € Pg, ja l-askeleinen kulku on jono (z,y), missd Ty € V.

Olkoot = = (xg,...,xn) ja ¥ = (Yo,.--, Ym) kulkuja verkossa G. Jos z, = yo, niin
sanomme, ettd T ja § ovat perdkkdisia kulkuja; téssa tilanteessa maarittelemme kulun
Txy = (20,..., Zn+m) asettamalla z; = x; jokaisella 0 < i < n ja z; = y;_, jokaisella
n <1 < n+m. Panemme merkille, etta kulun z x y askelten lukumaara on kulkujen Z ja
y askelten lukumaarien summa.

Olkoot z, y ja z kulkuja verkossa G. Naemme helposti, ettd jos kulut z ja ¢ ovat
perakkaisia ja kulut 4 ja z ovat perakkaisia, niin talloin kulut z x ¢ ja z ovat perakkaisia,
kulut Z ja ¢y % Z ovat perakkaisia ja on voimassa

(Zxy)xz2=T*(gxZ2).
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Niin ollen voimme jattaa ylla sulut pois ja merkita yhtéalossa esiintyvaa kulkua yksinker-
taisesti T x y x z:114. Vastaavasti voimme esimerkiksi kirjoittaa T x § % Z x u x v, kun kulut &

ja y, kulut 4 ja z, kulut z ja u ja kulut u ja v ovat perakkaisia.

Esimerkki Useissa lautapeleissé, kuten esimerkiksi “Afrikan tdhdessa”, pelaaja suorit-
taa perakkaisia kulkuja pelilaudan madraamassa verkossa; pelaaja heittaa kunkin pelivuo-
ronsa alussa yhté tai useampaa noppaa ja tdmén jalkeen han saa tehda pelinappulallaan
peliverkossa jonkun sellaisen kulun, jonka alkupiste on edellisella vuorolla suoritetun kulun

loppupiste ja jonka askelten lukumaara on heitettyjen noppien silmalukujen summa. O

Maaritelma Pisteiden x ja y etdisyys pe(x,y) verkossa G on pienin sellainen luku
n € N, ettd G:ssa on n-askeleinen kulku z — y; jos G:ssa ei ole yhtaan kulkua x — y, niin

asetamme pg(x,y) = oo.

Esimerkki Viereisessa verkossa G

on voimassa

Laajennamme reaalilukujen yhteenlaskun ja jarjestyksen joukkoon RU{co} sopimalla,

ettd jokaisella r € R U {oco} on voimassa r + 0o = 0o + r = oo ja lisdksi r < oo jos r € R.

Lemma Verkon G etaisyysfunktio pg toteuttaa seuraavat ehdot kaikilla a,b,c € Pg:
1° pg(a,b) =0 <= a=0>

2° pa(a,b) = pa(b,a) Symmetrisyysehto

3° pala,c) < pala,b) + pa(b, c) Kolmioepdyhtdlo
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Todistus. Ehdon 1° voimassaolo seuraa suoraan siita, etta 0-askeleiset kulut ovat muotoa
(), missd z € Pg.

Ehdon 2° voimassaolo seuraa siitd, ettd jos (zg,...,z,) on kulku G:ssd a — b, niin
(Zpy -eery o) on kulku G:ssé b — a.

Kohdan 3° epayhtélo on selvisti voimassa jos pg(a,b) = oo tai pg(b,¢) = co. Ole-
tamme, ettd pg(a,b) < 0o ja pa(b, c) < oco. Talléin G:ssi on sellaiset kulut = = (zg, ...x,)
ja ¥ = (yo, .--Yk), ettd n = pg(a,b), k = pg(b,c), xg = a, ©, = b = yo ja yr, = c¢. Kulut z
ja y ovat perakkiisia ja & x y on kulku G:ssd a — c. Kulun z x y askelten lukumaara on

n+k = pa(a,b) + pa(b, c). Edellisen nojalla on voimassa pg(a,c) < pa(a,b) + pa(b,c). O

Etaisyysfunktion avulla voimme nyt helposti méaéritelld ne verkot, joissa mista tahansa

pisteesta “paasee” mihin tahansa muuhun pisteeseen.
Maaritelma Verkko G on yhtendinen, jos kaikilla z,y € Pg on voimassa pg(z,y) < 0.

Edellisesta maaritelmésta ja etaisyysfunktion méaritelmésta seuraa suoraan, etta verk-
ko G on yhtenéinen jos ja vain jos G:ssd on kulku x — y kaikilla x,y € Pg. Annamme nyt

eraitd muita luonnehdintoja verkon yhtenaisyydelle.

Lause Seuraavat ehdot ovat yhtapitavat epatyhjalle verkolle G:
A. G on yhtenainen.
B. G:ssa on piste, josta on kulku jokaiseen G:n pisteeseen.

C. G'ssa on kierros, joka kay jokaisessa G:n pisteessa.

Todistus. A= B: Tamai seuraa suoraan yhtendisyyden méaaritelméasta.
B=-(C" Oletamme, ettad e on sellainen G:n piste, josta on kulku jokaiseen G:n pisteeseen.
Olkoon Pg = {a1, as, ...,a,}. Jokaisella i € [n], verkossa G on kulku Z; : e — a; ja voimme

maédaritelld e:std lahtevéin kierroksen g; seuraavasti: jos z; = (2o, ..., 2k ), niin asetamme

Y = (2‘0, vy Rk—1, Rky Rk—1y Rk—2) ~~~;ZO)~

Nyt § = g1 xyo2*- - -x¥y, on e:sta lahteva kierros verkossa G ja T kay jokaisessa GG:n pisteessa.
C=-A: Olkoon T = (xg, ..., x,,) sellainen kulku verkossa G, joka kiy jokaisessa G:n pistees-

sd. Osoitamme, ettd GG on yhtenainen. Olkoot a ja b G:n pisteitd. Talloin on olemassa
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sellaiset 0 < 7,5 < n, ettd x; = a ja x; = b. Olkoon nyt vaikkapa ¢ < j. Téalloin (x5, ..., ;)

on kulku G:ssé a — b. Téten pg(a,b) < co. O
Seuraavassa yhtenaisyyden luonnehdinnassa ei esiinny kulkuja lainkaan.

Lause Verkko G on yhtendinen jos ja vain jos jokaisella joukon Pg epatyhjilla aidolla
osajoukolla A on olemassa sellainen G:n viiva, jonka toinen pdatepiste on joukossa A ja

toinen joukossa Pg \ A.

Todistus. Vilttimdttomyys. Olkoon G yhtendinen verkko ja A & Pg, A # (). Valitsemme
pisteen a epéatyhjasta joukosta A ja pisteen b epatyhjasta joukosta Pg ~ A. Koska G on
yhtendinen, G:ssé on kulku (zg, ..., x,) : @ — b. Merkitsemme k:lla joukon {i < n:z; € A}
suurinta lukua. Téalloin on voimassa k < n, koska x, = b € Pg~\ A. Nyt TyZTr+1 on verkon
G viiva ja luvun k maaritelméan nojalla on voimassa x; € A ja xi+1 € A.

Riittdvyys. Oletamme, ettd lauseen ehto toteutuu ja osoitamme, ettd G on yhtendinen.
Olkoon a G:n piste. Merkitsemme A = {z € Pg : G:ssé on kulku a — z} ja ndytdmme,
ettd on voimassa A = Pg. Teemme vastaviitteen: A & Pg. On voimassa A # (), koska
a € A ja oletuksemme nojalla G:ssé on sellainen viiva zy, ettd z € A jay ¢ A. Koska
z € A, verkossa G on kulku Z : a — z. Mutta nyt Z x (z,y) on kulku G:ssé a — y ja tdmé
on ristiriidassa sen kanssa, ettd y ¢ A. Vastaviite johti ristiriitaan ja on siis vaara. Nain

ollen patee, ettda A = Pg. Olemme osoittaneet, ettd G on yhtendinen. O

Verkon yhtenaisyyden tai epayhteniisyyden osoittaminen saattaa olla hyvin hankalaa,

jos verkossa on paljon pisteita ja viivoja.

Esimerkki . s
e = ]
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Yksityiskohtaisempi tarkastelu paljastaa kuitenkin verkosta kaksi “erillaan olevaa osaa”:
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Verkko on siis edellisen lauseen nojalla epayhtenéinen. O

Maarittelemme seuraavaksi eraita kulkuihin liittyvia verkon osajoukkoja ja tunnuslu-
kuja.

Olkoon G verkko ja a verkon G piste. Maéarittelemme rekursiivisesti joukon Pg osa-
joukot V.%(a), n € N. Asetamme V% (a) = {a}. Jos joukko V.%(a) on jo miéritelty, niin
joukko V., (a) koostuu joukon V,¢(a) pisteistd ja kaikista niiden pisteiden naapureista.

Kutsumme joukkoa V% (a) pisteen a n-ympdristiksi verkossa G. Voimme luonnehtia
naita ymparistoja seuraavasti:

Lemma Jokaisella n € N on voimassa

Vi (a) = {z € Pg : pala,z) <n}.

n

Todistus. Todistamme vaitteen induktiolla luvun n suhteen.
Vaite patee n:n arvolla 0, koska on voimassa pg(a,b) =0 <= a = b.
Oletamme, ettd vaite patee luvulle n. Talloin se patee myos luvulle n + 1, silla

jokaisella x € Pgs on voimassa
pcla,x) <n+1<= pgla,z) < ntai pgla,z) =n+1

=z € VY% a) tai 3G:n polku (20, ..., Znt1) : @ —

——x € VnG(a) tai 3 sellainen z, € Pg, ettd pg(a,z,) < njaz,z € Vg
— 1z € V%) tai 3 sellainen z € V% (a), etti ZT € Vg

= 2cVZ (a). 0
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Seuraus Jokaisella n > 0 on voimassa V,¥ (a) \ V.¢ | (a) = {x € Pg : pc(a,z) = n}.

Koska V& (a) = {a} ja koska joukko V,%(a) koostuu pisteestii a ja kaikista a:n naa-
pureista, on voimassa |V 7 (a)| = 1 ja |[Vi(a)| = 1 + dg(a). Esitimme nyt arvion yleisen
n-ympariston koolle.

Lause Olkoon G verkko ja M = max({dg(x) : ¢ € Pg}U{1}). Téllbin kaikilla a € Pg

jan > 1 on voimassa

Vi (a)] < M" (1 + d(a)) .-

Todistus. Panemme aluksi merkille, etté jokaisella n > 1 on voimassa |V,& ; (a)\V,%(a)| <
(M =1)|V,E(a)\V,% | (a)]. TAmA seuraa siitd, ettd jokainen joukon V%, (a) \ V,¢(a) piste
on joukon V.%(a)\V.% | (a) jonkin pisteen naapuri, mutta jokaisella joukon V.%(a)~V.% | (a)
pisteelld on ainakin yksi naapuri joukossa V,¢  (a), joten pisteelld on joukkoon V,% ;(a)
V.%(a) kuuluvia naapureita korkeintaan M — 1 kappaletta.

Edellisen nojalla jokaisella n > 1 on voimassa
Vi (@) = Vi (@) Vi1 (Ve (@)] < ViE (@) +H(M =DV (@)\Vily(a)] < M|V, (a)] -

Koska |V,%(a)| = 1+ dg(a), niin edellisen nojalla pitee, etté |[V,& (a)| < M(1+dg(a)),
V& (a)] < M?%(14dg(a))|jne. Induktiolla n:n suhteen voimme todistaa lauseen epéyht#lon

jokaiselle n > 1. Jatamme induktiotodistuksen yksityiskohdat lukijan suoritettaviksi. O

Erityisesti, jos ylli on voimassa dg(a) < M, niin saamme arvion |V,%(a)| < M™
jokaisella n € N.
Esimerkki Seuraavan verkon (“L-systeemipuun”) T jokaiselle pisteelle 2 on voimassa

joko dp(z) = 3 tai dp(x) = 1. Edellisen lauseen luku M on siis tdssd 3 ja saamme arvion

VT (a)| < 4-3"1 verkon pisteen a n-ympiriston koolle.

85



Olkoon G yhtendinen verkko. T&lldin etdisyys pg(x,y) on luonnollinen luku kaikilla
z,y € Pg ja néin ollen {pg(z,y) : x,y € P} on &arellinen lukujoukko. Merkitsemme

0¢:11a kyseisen lukujoukon suurinta lukua ja sanomme, ettd dg on verkon G lapimitta.

Esimerkkeja (a) Edellisen esimerkin verkon 7" lipimitta on 32 ja verkosta 10ytyy useam-

pia eri pistepareja a, b, joilla pr(a,b) = 32.

(b) Alla vasemmalla kuvatun Petersenin verkon ja oikealla kuvatun Grétzschin verkon

lapimitta on 2. Keskella kuvatun Herschelin verkon lapimitta on 4.

Annamme lopuksi erdén arvion verkon lapimitalle verkon pisteiden lukumaéaérén ja pis-
teiden asteiden avulla. Arvio perustuu siithen huomioon, ettd verkon G jokaiselle pisteelle
a on voimassa V,%(a) = Pg kun k > dg.

Sanomme, ettd verkko G on tasa-asteinen, mikali dg(z) = dg(y) kaikilla z,y € Pg.
Edellisessa esimerkissa kuvattu Petersenin verkko on tasa-asteinen, silla sen jokaisen pis-
teen aste on 3.

Olkoon G n-pisteinen verkko, joka ei ole tasa-asteinen. Merkitsemme M = max{dg(z) :
x € Pg}. Edellisen lauseen jélkeisen huomautuksen nojalla G:ssé on sellainen piste a, et-
ti |[V,%(a)] < M* jokaisella ¢ € N. Erityisesti luvulle k = dg on voimassa n = |Pg| =

[VE(a)| < M*. Ottamalla puolittain logaritmit epiyhtilostd n < M* saamme epéyhtilon

k> 1§ggz\n4 eli epayhtéalon
log | P |
6G 2 logl\?v :

Panemme viela merkille, ettéd tasa-asteisen verkon tapauksessa edellinen epayhtalo ei
valttaméatta pade: Petersenin verkolle G on voimassa |Pg| = 10 ja M = 3 ja niin ollen
log[Pe| _ _1 _

logM = log3 >2= 6G'
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V 4. Puut. Jarjestely.

Tarkastelemme viela lyhyesti “minimaalisesti yhtenaisia verkkoja”.

Maaritelma Verkko G on puu, mikili G on yhtendinen, mutta G:lla ei ole sellaista

yhtenéisté aliverkkoa H, ettd Py = Pg ja Vg & Va.

Toisin sanoen, yhtenainen verkko on puu, mikéali yhdenkin viivan “poistaminen” tekee

verkosta epayhtenaisen.

Esimerkki Seuraavassa on kuvattu kahdeksan “pientd” puuta:

R S O & S G D G V.

“Monikulmioverkot”, kuten esimerkiksi verkot A ja m , ovat yhtenaisia, mutta
ne eiwat ole puita, silla niista kustakin voi poistaa minka tahansa viivan “tuhoamatta yhte-
naisyytta”. Itse asiassa tallaiset monikulmioverkot ovat tyypillisia ei-puumaisia yhtenaisia
verkkoja, silla voidaan osoittaa, ettd mika tahansa yhtendinen verkko, joka ei ole puu,

sisaltad n-kulmion jollain n > 3.

Kaytamme puiden yhteydessa yleisiin verkkoihin liittyvan sanaston ohella myo6s oi-
keisiin puihin liittyvaa terminologiaa. Sanomme esimerkiksi, ettd puun 7T piste x on T:n
lehti, mikali dp(x) = 1. Ne puun pisteet z, joilla dg(z) > 3, ovat puun haarapisteitd.

Usein “juurrutamme” puun 7' valitsemalla yhden sen pisteistd “juureksi”. Jos 7T':n
piste a on valittu juureksi, niin merkitsemme 7,:1la nain saatua juurrettua puuta. Sanom-
me, ettd piste x € Pr on korkeudella pr(x,a) juurretussa puussa 7,. Juurretun puun 7,
korkeus on luku max{pr(x,a) : x € Pp}. Toinen juurretun puun tunnusluku on “haarai-
suus”: T,:n haaraisuus on lukujoukon {dr(a)} U{dr(z) —1:x € Ppr ~ {a}} suurin luku.
Juurretun puun 7, lehdet ovat puun T lehtia, silla poikkeuksella, etta juuri a ei ole Ty :n
lehti, vaikka se olisikin T":n lehti.

Puun juurtaminen on luontevaa siita syysté, ettd puita esiintyy mita erilaisimmissa

yhteyksissé (sukupuut, etsintdpuut,...) ja usein puun kaikki pisteet eivét ole tarkastelun
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kannalta samanarvoisia, vaan joku niistd on valittu “alkupisteeksi” (yhteinen esi-isi tai
—&iti, etsinnén alkutilanne, jne). Termi “juuri” on verraten vakiintunut, mutta huolimatta
tahan terminologiaan liittyvistd mielikuvista, suunnatut puut kuvataan usein siten, etta

“juuri” tulee piirrettavan kuvion ylimmaiseksi pisteeksi.

Esimerkki Seuraava kuva esittéa etsintdpuuta, jolla voimme ratkaista yhden (yksinker-
taisen) tapauksen niin kutsutusta vddrdn kolikon ongelmasta: tehtdvéna on etsid annetusta
kolikkojoukosta mahdollinen vaara raha kun tieddmme, etta vaara kolikko on eripainoi-
nen kuin oikeat, keskendén samanpainoiset, kolikot. Apuvélineené on tasavarsivaaka, joka
nayttaa joko punnittavien samanpainoisuuden tai eripainoisten punnittavien painojarjes-
tyksen.

Ongelmasta on monta versiota, mutta tarkastelemme sité téassé yksinkertaisimmillaan:
tiedamme, etta joukossa on yksi vaara raha, joka on painavampi kuin muut. Jos rahoja
on kymmenen kappaletta, niin voimme selvittaa kolmella punnituksella, mika rahoista on
vaara: seuraavassa kuvattu puu osoittaa, miten voimme menetelld. Tutkittavat kolikot
on numeroitu 0---9. Puun mustalla merkityt pisteet vastaavat punnituksia ja niiden vie-
reen on merkitty vaakakuppien sisalto; punnituksen jialkeen haaraudutaan alaoikealle, jos
oikeanpuoleisen vaakakupin sisalto osoittautuu painavammaksi kuin vasemmanpuoleisen;
alavasemmalle, jos vasemmanpuoleisen kupin sisalto osoittautuu painavammaksi kuin oi-
keanpuoleisen; suoraan alaspain, jos kuppien sisallot osoittautuvat samanpainoisiksi. Puun
lehdet vastaavat “etsinnan” lopputulosta: niihin on merkitty vaaraksi osoittautuneen ko-

likon numero.




Kaksi punnitusta ei aina riita vaaran kolikon loytamiseen kymmenen kolikon joukosta.
Kuhunkin etsintdmenetelmaén liittyvan juurretun puun haaraisuus on korkeintaan kolme
ja jos jossakin menetelmassa selvittaisiin kahdella punnituksella, niin vastaavan juurretun
puun korkeus olisi kaksi. Ei ole vaikea osoittaa, ettda juurretun puun tunnuslukujen A
(haaraisuus), k (korkeus) ja £ (lehtien lukumiiri) vililld pitee epiyhtild £ < h¥; erityisesti,
jos lehtien lukumaara on kymmenen ja haaraisuus on kolme, niin korkeuden on oltava
suurempi kuin kaksi. Emme kuitenkaan todista mainittua epayhtéloa, vaan arvioimme
seuraavassa (karkeasti) nk. “jarjestelypuiden” lehtien lukumaaraa.

“Lajittelussa” eli “jarjestelyssd” on tehtavana luetella annetun luku- tai sanalistan
(eli -jonon) termit tietyssd jarjestyksessd (esimerkiksi suuruus- tai aakkosjirjestyksessa).
Olemme kiinnostuneita jarjestelymenetelmien “tehokkuudesta” eli siitd, montako eri vai-
hetta menetelma vaatii, jotta sen avulla saadaan jarjesteltyd n:n alkion lista.

Tarkastelemme tassa vain seuraavanlaista jarjestelytehtavaa: annetun reaalilukujonon
(1, ..., T,) termit on jérjesteltdva sellaiseksi jonoksi (y1,...,yn), ettd y; < y;4+1 jokaisella
i < n. Voimme ajatella, ettd “uudelleenjérjestelty” jono (y1, ..., y,) on saatu alkuperéisesti
jonosta indeksijoukon [n] permutaation ¢ avulla: y; = x,(;) jokaisella € [n]. Niin ollen
etsimme sellaista [n]:n permutaatiota, eli joukkoon Sym[n] kuuluvaa kuvausta ¢, etté
jonon (Zy(1y, -+, Ty(n)) luvut ovat nousevassa jirjestyksessa.

Rajoitamme vielakin hieman tehtavanasettelua: yksinkertaisuuden vuoksi oletamme,
ettd jonon (z1,...,x,) termit ovat kaikki eri lukuja: x; # z; kun ¢ # j. Talloin edelld
kuvattuja “kelvollisia” permutaatioita ¢ on vain yksi.

Jos tieddmme etukéteen jotakin jonon (z1,...,x,) termeisté, vaikkapa ettd ne kaikki
kuuluvat joukkoon [1000000], niin voimme suunnitella jérjestelymenetelmén tdmén tiedon
pohjalta. Tassa tarkastelemme kuitenkin “yleispatevampia” menetelmia, jotka eivat aseta
rajoituksia jonon (z1,...,x,) pituuden tai lukujen zi,...,z, suuruuden suhteen. Téllai-
set yleiset menetelmét perustuvat yleensa “vertailuun”: teemme jarjestelya askeleittain
ja k:mnella askeleella vertaamme joitain kahta luvuista x,...,x, ja vertailun tuloksen
pohjalta rajoitamme “mahdollisten” jarjestelyjen (eli vastaavien permutaatioiden) jouk-
koa: jos esimerkiksi saimme selville, ettd z; < x;, niin jarjestelyn aikaisemmissa vaiheissa
mahdollisiksi kelpuutetuista permutaatioista hyvaksymme enda ne permutaatiot 6, joilla

0(i) < 6(j). Talla tavalla méédritdmme vaiheittain etsimé&mme permutaatiota ¢ rajoitta-
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malla “mahdollisten” permutatioiden joukkoa: pyrimme siihen, etta lopulta meilla on vain

yksi “mahdollinen”, joka on siten etsimamme “kelvollinen” permutaatio (.

Yksinkertaisin vertailumenetelmé (eli -algoritmi) on sellainen, jossa vuoronperdin
vertaillaan kaikkia mahdollisia lukuja x; ja x;, missd ¢ # j. Tallaisia vertailuja on
(g) = @ kappaletta. Koska %2 < w < n? jokaisella n > 3, voimme sanoa,
ettd téllaisen jarjestelymenetelmén “tehokkuus” (oikeasti “tehottomuus”, esimerkiksi “ai-

kavaativuuden” mielessi) on “suuruusluokkaa” n?

. Kyseessd on sangen “tehoton” algo-
ritmi: tietojenkasittelyn kursseilla esitelldan jarjestelyalgoritmeja, joiden tehokkuus on
suuruusluokkaa nlnn. Naiden kahden suuruusluokan ero on huomattava: jos vaikkapa
n = 1000000, niin n? = 1000000000000, mutta nlnn < 14000000. Osoitamme seu-
raavassa, etta tehokkuudeltaan suuruusluokkaa nInn oleva jarjestelyalgoritmi on tietyssa
mielessa “mahdollisimman tehokas”.

Emme rajoitu nimenomaan vertailuun perustuviin jarjestelyalgoritmeihin, mutta teem-
me kuitenkin seuraavat rajoitukset. Oletamme, ettd jonon (z1,...,x,) jirjestelyssi kayt-
tamamme algoritmi jakautuu vaiheisiin, joissa kussakin esitetdan yksi jonoa koskeva kysy-
mys; oletamme lisaksi, ettd kysymyksella on kunkin jonon tapauksessa jompikumpi kah-
desta mahdollisesta vastauksesta (esimerkiksi kylld/ei, 1/0 tai >/<). “Yleispétevyyden”
vuoksi oletamme, etta tehtavat kysymykset ja niihin saatavat vastaukset eivat riipu jonon
(21, ..., T,) luvuista, vaan ainoastaan niiden keskinéisistd suuruussuhteista.

Jos tulkitsemme jarjestelyalgoritmin etenemisen edella kuvailtuun tapaan mahdollis-
ten permutaatioiden joukon rajoittamisena, niin voimme kuvata suoritettavaa jarjestelya
“binaarisen” etsintapuun avulla. Bindarisella puulla tarkoitamme sellaista puuta, jossa on
yksi kaksiastzinen piste ja jokainen muu piste on joko lehti tai kolmiasteinen. Tarkaste-
lemme binaaristé puuta juurrettuna puuna, jonka juurena on puun kaksiasteinen piste.

Seuraavassa on xuvattu kaksi (“alaspéin kasvavaa”) binddripuuta.
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Olkoon binadrinen “n-jonojen jarjestelypuumme” T, ja olkoon a puun 7, kaksiastei-
nen piste. Puun 7, lehtiné ovat etsintimme mahdolliset lopputulokset, eli jonon (z1, ..., x,)
uudelleenjérjestelyja maarittavia permutaatioita vastaavat yksiot {¢}. Téten puun lehtien
lukumééra on joukon Sym/[n| koko, eli n! Liséksi tieddmme, ettd puun haaraisuus on kaksi.
Yritamme nyt arvioida puun 7, korkeutta k,, alaspain naiden tietojen avulla.

Palautamme mieleen, ettd T,,:n korkeus on luku k,, = max{pr, (z,a): z € Pr, }. Niin
ollen on voimassa

{z € Pr, :pp (v,0)<k,}=Pr,.

Aikaisemmasta tieddmme, etté edellisessa yhtélossa vasemmalla puolella oleva joukko voi-

daan esittaa pisteen a k,-ymparistona:
{z € Pr, :pr, (v,0) <k,} = Vki’“‘(a) .

Taten saamme yhtalon Vki’“‘(a) = Pr, . Puulle T}, on tapauksessa n > 3 voimassa M =
max{dr, () : z € Pr,} = 3 ja tésti seuraa aikaisemman lauseen nojalla, koska dr, (a) =
2 < M, ettéd on voimassa epayhtalo |V]§L” (a)] < MF*n eli |Pr, | < 3%, Koska Tj,:ss4 on n!
lehte#, saamme edellisen nojalla epiyhtilon 35+ > n! (joka pétee myds n:n arvoilla 1 ja 2).

Ottamalla epiyhtilostd 3% > n! puolittain logaritmin kantaluvun e suhteen, saamme

Inn!

epiyhtalon ky,In3 > Inn! eli k, > J-5.

Stirlingin kaavasta n! ~ cy/nn"e™"

saamme
luvuille Inn! asymptoottisen arvion Inn! ~ Inc + % Inn +nlnn —n ja tdman arvion seka

edellisen epayhtalon k,, > llnn—’;" nojalla saamme “asymptoottisen alarajan”

Inc+ %lnn+nlnn—n
In3

luvuille k,,. Tasta seuraa, etta on olemassa sellainen positiivinen vakio =, ettd on voimassa
k., > ~v-nlnn jokaisella n ja tdma merkitsee sita, etta jarjestelyalgoritmin “tehottomuutta”
kuvaava luku k,, on vahintdankin “suuruusluokkaa nlnn”.

[Mainitsemme viel&, etté ylla 16ydetty “asymptoottinen alaraja” ei ole paras mahdollinen:
suhteellisen pienella vaivalla saisimme korvattua alarajan lausekkeen nimittajan luvulla
In2; talla paremmalla arviolla ei kuitenkaan ole merkitysta, jos olemme kiinnostuneita

vain “suuruusluokista”.]
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