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1 JOHDANTO 2

1 Johdanto

Deskriptiivinen joukko-oppi tutkii méaariteltavien joukkojen, 1ahinné reaalilukujouk-
kojen, ominaisuuksia. Monet yleisille joukoille vaikeat kysymykset, esimerkiksi kon-
tinuumihypoteesi tai determinoituvuus, ovat riippumattomia joukko-opin aksioo-
meista. Kun oletetaan, ettd tarkasteltava joukko on maariteltava, kuten Borel-
joukko, niin kysymykset voidaan ratkaista mahdollisesti joidenkin lisdoletusten avulla.
Esimerkkina téallaisesta ilmiosta on determinoituvuus. Valinta-aksioomasta seuraa,
ettd on olemassa ei-determinoitu joukko. Vuonna 1970 D.A. Martin [8] todisti, etté
kaikki analyyttiset joukot ovat determinoituja, jos oletetaan mitallinen kardinaali,
ja vuonna 1975 [9], ettd Borel-joukot ovat determinoituja.

Reaalilukujoukko A on Borel, jos se kuuluu pienimpéén luokkaan, joka sisaltad
avoimet ja suljetut joukot sekéd on suljettu numeroituvan yhdisteen ja leikkauksen
suhteen. Blackwell [1] esitti seuraavan karakterisoinnin Borel-joukolle. Otetaan
sellainen joukko U C w<¥, jossa jokaisella b € w® on tasmaélleen yksi rajoittuma
joukossa U. Liitetdén jokaiseen joukon U alkioon s avoin tai suljettu joukko L(s).
Pelataan peli G(z,U, L), jossa pelaajat V ja 3 valitsevat vuorotellen luonnollisia
lukuja, kunnes valittujen lukujen jono s on joukossa U. Pelin voittaa pelaaja 3, jos
talldin = € L(s). Joukko

A = {x | pelaajalla 3 voittostrategia pelissd G(z,U, L)}

on Borel-joukko ja kdédntaen jokainen Borel-joukko voidaan esittda téssd muodossa.

Reaalilukujen asemesta deskriptiivisessa joukko-opissa usein tutkitaan irrationaa-
lilukujen kanssa homeomorfista Bairen avaruutta N = w*. Tutkimuksen tarkoi-
tus on tarkastella Bairen avaruuden A yleistysta N7 = wi?, jossa pisteen f € N
avoimen ymparistokannan muodostavat joukot

U(f,a) ={g e N1 |g(B) = f(B) kaikilla f < a} «a < wi.

Avaruutta A; tutkittaessa oletetaan kontinuumihypoteesi, koska tilloin |wy | = wy.

Blackwellin Borel-joukon karakterisointi on suoraan yleistettavissa avaruuteen
Ni. Valitaan puu 7' C w{™, jossa ei ole ylinumeroituvia oksia ja liitetdan puun T
jokaiseen oksaan b avoin tai suljettu joukko L(b). Pelataan mahdollisesti dareton
peli G(f,T, L), missd pelaajat V ja 3 pelaavat ylospain puuta T, kunnes heidén
valintansa muodostavat oksan b. Té&llin pelaaja 3 voittaa, jos f € L(b). Koska
ylldoleva peli ei ole valttdmattd determinoitu, niin peli maérittelee luonnollisella
tavalla kaksi eri Borel joukon yleistysta

A* = {f € N1 | pelaajalla 3 voittostrategia pelissa G(f,T,L)} ja
A" = {f € N1 | pelaajalla V ei ole voittostrategiaa pelissi G(f, T, L)}.

Kutsutaan joukkoa A* tason T Borel*-joukoksi ja joukkoa A’ vastaavasti Borel’-
joukoksi. Koska Nir A’ on Borel*-joukko, niin tarkastellaan 1dhinnd Borel*-joukkoja.
Borel*-joukkojen tutkimus kayttaa hyvikseen puiden tutkimusta. Luvussa 2 on
tutkittu puiden teoriaa kuten puiden kokoa ja jarjestamisté seka puiden laskutoim-
ituksia.
Luvussa 3 méaaritellddn Borel*- ja Borel’-joukot ja todistetaan naiden perusom-
inaisuudet. Lisdksi esitetdan esimerkkeja Borel*-joukoista.
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Luvussa 4 tarkastellaan tiettyja alhaisimman ei-hyvinperustetun tason w<“ Borel*-
joukkoja ns. Vaughtin joukkoja. Ne ovat joukkoja, joiden maéaritteleva peli on de-
terminoitu. Vaughtin joukkojen avulla voidaan todistaa, ettéd on olemassa Borel*-
joukko, joka ei ole Borel* milladn hyvinperustetulla 7. Tamé tulos osoittaa, etta
Borel*-joukon madritelméa on mielekés. Lisaksi Vaughtin joukoille todistetaan muita
saannollisyystuloksia.

Analyyttinen joukko on suljetun joukon projektio. Viimeisessd luvussa todis-
tetaan Suslinin lauseen vastine avaruudessa Ni: Jos joukko A on analyyttinen ja
sen komplementti on analyyttinen, niin silloin A on sellainen Borel*-joukko, jonka
maaritteleva peli on determinoitu.

Kiitan erityisesti ohjaajaani Jouko Véanasta, mutta myos koko Malliteoreet-
tiset kielet -projektin jasenid. Kiitdn my6s Antti ja Jenny Wihurin rahastoa tyoni
taloudellisesta tukemisesta ja Jaakko Hintikkaa, joka otti minut projektiinsa.

2 Peruskasitteita

2.1 Topologiset perusasiat

Perusavaruudet ovat wi, N1 = wi* ja C; = 2¢1. Téssé tyossa tutkitaan avaruuksia,
jotka ovat muotoa
1 Y2 Y3 . .
N X CP? x w?, missd v; < wi.

Merkitdén néitd avaruuksia symboleilla X', Y jne. Kun f = (fe,, gey,0e5)(¢,<v,) €

X7 niin merkitadén f(Oé) = (ffl (O‘)agﬁz(a)aéfg)(fi<'yi) ja f(Oé) = f_Oé = <f(ﬂ)>ﬁ<oz
Kun X on avaruus, niin olkoon Seqy = {f(a) | f € X, a < wi}. Kutsutaan joukon
Seqy alkioita X-jonoiksi tai vain jonoiksi. Merkitdan jonoja symboleilla s,t,. ...
Symbolilla ¢(s) merkitdan jonon s pituutta. Kun s ja t ovat jonoja, niin merkitaan
s <t,kunt{(s) =sjas <t kuns <tjas#t Kun s jat ovat jonoja, niin
néiden katenaatio, s°t, on jono r, jolle dom(r) = dom(s) + dom(t), 7 dom(s) = s ja
r(dom(s) + &) = t(§), kun £ € dom(t).

Lemma 2.1 Kun oletetaan kontinuumihypoteesi, niin }wfw1| = wi.
TobisTus. Kun v < wy, niin
jwi = [(2°)7] = [2277] = 2 = wy.

Téten |wi'| = w1 4 sup, -, [w]| =wi. O

Huomautus 2.2 Téssé tyossa oletetaan kontinuumihypoteesi.

Avaruudet X varustetaan topologialla, jossa pisteen f € X avoimen ymparisto-
kannan muodostavat joukot

U(f,a) ={g € X | g(e) = f(a)}, o < wr.

Nama joukot ovat selvésti avoimia ja suljettuja. Kun v; = 72 = 0, niin topologia
on diskreetti. Avaruus X ei tietenkdan ole separoituva, mutta on olemassa tihed
joukko Qx C X, jonka mahtavuus on wi:

Qx ={f € X [3aVB = alf(8) = 0]}.
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Olkoon
0w Y S oW

bijektio. Funktio o on kiinte& koko esityksen ajan. Kun a = o(f(/3)), niin merkitdan
my6s No = U(f, ). Mahtavuutta w; oleva avaruuden X kanta on

{U(f,o) | f€Qux, a<wi} ={Na|a<wi}.

Kantajoukon N, sdde, rad(Ny), on min {6 < wy | U(f,d) C N, jollakin f}.
Olkoon I' kokoelma avaruuksien X osajoukkoja. Kun v on ordinaali, niin ¥ on
v-paikkainen operaatio luokalla ', jos seuraava ehto on voimassa:

U((Ag¢)) on madritelty, jos A¢ € I', £ < v, ovat saman avaruuden X
osajoukkoja. Merkitaan talloin

I'X={AeT|ACX}jaVl = {U((A)) | Ac € T"X jollakin X}.

Esimerkki 2.3 i) Operaatiot Uy, ja Mo, ovat wi-paikkaisia ja kun A¢, § < wi,
ovat avaruuden X osajoukkoja, niin

UW1(<A€>£<W1) = U§<UJ1 A§
mw1(<A£>£<w1) = m§<w1 AE
ii) Operaatio — on yksipaikkainen ja jos A C X', niin —(A) = A’r A.
iii) Operaatiot 3 ja V¥ ovat yksipaikkaisia ja jos A C X x ), niin

FA={feX|IgeV(f.9) €A} jaVWA={fe X|VgeV(fg) €A}
Merkitasin V1 = 3 ja VN1 = V.

Luokka I' on suljettu operaation ¥ suhteen, jos VI C I'. Merkitddn A = IT'N-I.
Kun A C XxYx Z, niin merkitdén A(f,-,h) ={g € Y| (f,9,h) € A}. Merkinnét
g € A(f) ja A(f, g) tarkoittavat samaa kuin (f,g) € A.

Maaritelma 2.4 i) Relaatio U C X x ) on Y-universaalinen joukkoluokalle
"X, jos U €T ja jokaiselle B € I" X on olemassa g € ), jolle

B={feX|U(f,9)}=U(,9).

Sanotaan, ettd relaatio on universaalinen, jos se on Ni-universaalinen.

ii) Luokka I" on Y-parametrisoitu, jos jokaisella X on olemassa Y-universaalinen
relaatio luokalle I X. Sanotaan, ettd I' on parametrisoitu, jos I' on Ni-
parametrisoitu.

iii) Luokka I" on sopiva, jos T' on suljettu
(1) numeroituvan leikkauksen ja yhdisteen suhteen

(2) jatkuvan sijoituksen suhteen, s.o.
jos F: X — Y on jatkuva ja A € I"Y niin F 1A eT

Seuraava lemma on ns. hierarkialemma.
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Lemma 2.5 Jos I' on suljettu jatkuvan sijoituksen suhteen ja parametrisoitu, niin
-I'ZT.

Tobpistus. Olkoon U C AN x Nj universaalinen luokalle T"Aj. Olkoon A =
{feN |(f,f)¢U}. Koska I' on suljettu jatkuvan sijoituksen suhteen, niin on
my6s . Koska F : N7 — Ny x N, f — (f, f), on jatkuva, niin A = F~YNZr U] €
-I'. Nyt A € T, koska muuten A = U (-, g) jollakin g € N7, jolloin saadaan ristiriita

(9,9) €U <= g€ A < (9,9) ¢ U.

O

Maéaritelmé 2.6 Merkitiin symbolilla X9 kaikkien avaruuksien X avoimien joukko-
jen luokkaa. Suljettujen joukkojen luokkaa merkitiéin II9. Olkoon A = %9 N 1IY.
Kun X on ordinaali, niin A-Borelin joukkojen luokka A-B on pienin luokka I', joka
toteuttaa seuraavat ehdot

i) YUt Ccr
ii) Jos A¢ € I kaikilla § < v < A, niin UgcyAe € T ja NecyAg €T

Merkitaan lyhyesti (R;+1)-B = B ja kutsutaan tamén luokan alkioita Borel-joukoiksi.

Borel-joukot voidaan myo6s maaritelld induktiolla tasoittain:

Eg = U§<w1( U Hg)’ Hg = m§<wl( U Eg)
&<y £<y

kun v < we. Merkitdén lisiksi AY = %0 N 119,

o

Lemma 2.7 B = U,<,, 0

TopisTus. Luokka UJ,.,, X0 toteuttaa selvisti méaritelmén 2.6 ehdot i) ja ii):
Jos A¢ € 205, § < wi, niin Ugew, Ag, Necw Ae € ZE;)_H, missi § = supg,, ¢ < wa.
Induktiolla a:n suhteen on helppo todeta, etta Eg cB. O

Mydéhemmista tarkasteluista seuraa, ettid luokat X0 ja ITIY ovat parametrisoituja
ja suljettuja jatkuvan sijoituksen suhteen. Koska X9 C HgH, I ¢ EgH, ¥ € 9
ja TIY C TI9, niin lemman 2.5 nojalla saadaan ns. Borel-hierarkia:

9 %9 »
# A # - # AL,
1T} 113 I,

missé vasempana oleva luokka siséltyy oikealla olevaan.
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2.2 Puista ja peleista

Maaritelma 2.8 Puu on sellainen osittainjéarjestetty joukko (7', <), ettd joukko
t={seT|s<t}

on hyvinjarjestetty kaikilla t € T'. Merkitaan puuta (7', <) vain symbolilla 7. Alkion
t € T korkeus, ht(t), on joukon f jérjestystyyppi. Puun T korkeus, ht(T), on
sup{ht(t) + 1|t € T}. Puun T a:s taso, Levy(T), on joukko {t € T' | ht(t) = a}.
Jos t € T, niin merkitdédn ¢t:n valittomien seuraajien joukkoa symbolilla succ(t).
Jono (t¢)e< on puun T’ oksa, jos se on maksimaalinen lineaarisesti jérjestetty jono
T:n alkioita. Lineaarisesti jarjestetty joukko X C T on puun T alkusegmentti, jos
t C X kaikilla t € X. Jos X ja Y ovat puun T alkusegmenttejé, niin merkitiéin
X <Y,jos X CVYijaX#Y. Kunt € T, niin olkoon T; = {t' € T | ¢ > t}
jarjestettyna puusta T peritylla relaatiolla.

Kun T ja T ovat puita, niin puut ovat isomorfiset, 17 ~ Tb, jos on olemassa
bijektio F' : Ty — T, jolle pitee kaikilla t,t' € T}

t<t < F(t)<F({).
Pari (T, <) (yksinkertaisemmin T) on Ak-puu, jos seuraavat ehdot ovat voimassa:
i) Jos b on puun T oksa, niin £(b) < k.
ii) Jost € T, niin |succ(t)| < A.
iii) Jos s,t € T, = 4 ja ht(t) on rajaordinaali, niin s = ¢. Télloin sanotaan, ett

puulla T on yksikdsitteiset rajat.

Jokaisella Ax-puulla on pienin alkio eli yksikasitteinen juuri. Tassa tutkielmassa
tutkitaan lahinnd wowi-puita. Niille voidaan 16ytaa edustajat joukon wy<“! osajou-
koista. Olkoon 7 niiden T' C w1 <“! joukko, jossa T toteuttaa ehdot

i) jos s € T, niin t ¢ € T kaikilla £ < wy.
i) T:ssé ei wy-oksaa.
Jos T € T, niin T on wowi-puu. My6s kadntéden:
Lemma 2.9 Jos T} on wowi-puu, niin on olemassa Ty € T, jolle pdtee
T ~T5.

TobisTus. Konstruoidaan 75 ja isomorfismi £ : T} — T3 induktiolla tasoittain.
Koska puussa 77 on yksi juuri ¢, niin asetetaan Levo(T2) = {()} ja F'(t) = (). Jos
tasot Levg(Tz), f < o = Ua, ja F' : UgcqLevg(T1) — Ug<qLevg(T2) on maéritelty,
niin asetetaan alkion ¢ € Levy(T1) kuvaksi F(t) = Us<tF(s) € Leva(T2). Jos
Levg(T3) ja F : Levg(T1) — Levg(T1) on médritelty, niin valitaan kullekin ¢t € T
injektio Gy : succ(t) — w; ja asetetaan, kun ¢’ € Levgy1(T7) ja t’ € succ(t), F(t') =
Ft){Go(t')). O

Tasta lahtien sovitaan, ettd tarkasteltavat wowi-puut ovat lemman 2.9 avulla
7 alkioita. Kun b on puun 7' € 7 oksa, merkitddn b = U{t |t € b} ja [T] =
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{b| b T:n oksa}. Jos oksan b pituus on seuraajaordinaali, niin b € 7. Kutsutaan
alkiota t € Tr[T] solmuksi ja alkiota b € [T] lehdeksi. Kun T' € 7, t € T ja
b € [T], niin sanotaan, ettd t ja b ovat parillisia, jos ht(t) ja £(b) ovat. Vastaavasti
maaritellaan pariton.

Seuraavassa on yleinen pelin méaritelmé. Aina kuitenkaan pelejé ei esitetd suo-
raan madritelméan nojalla, vaan kuvailemalla pelin sdannot.

Maaritelma 2.10 Olkoon X joukko ja x € X. Peli on kolmikko (z, T, L), missi
T on puu, jolla on yksikésitteiset rajat, ja L : T U [T] — {V,3} U P(X), jolle
L(t) € {V,3}, kun ¢t solmu, ja L(b) C X, kun b lehti. Pelin pelaajat ovat V ja 3.
Pelin kulku on miké tahansa b € [T]. Pelin kulun b voittaa 3, jos x € L(b). Muussa
tapauksessa pelaaja V voittaa. Pelaajan Q, Q € {V, 3}, strategia on sellainen kuvaus
7:TNL Q) — T, ettid 7(t) € succ(t). Pelaaja Q on noudattanut strategiaansa 7
pelin kulussa b, jos kaikilla & < (b) péatee 7(b§) = b (£ + 1), mikéli b ¢ € dom(7).
Pelaajan @ strategia T on voittostrategia, jos kaikilla pelin kuluilla b, jossa pelaaja on
noudattanut strategiaansa 7, peli paatyy Q:n voittoon. Toisinaan sanotaan lyhyesti,
ettd pelaaja @ voittaa pelin (z,T, L), jos pelaalla @ on voittostrategia téssa pelissa.
Peli (z,T, L) on determinoitu, jos jommalla kummalla pelaajalla on voittostrategia.
Pelin (z,T, L) duaali on peli (z, T, ~L), missia ~L(t) = 3, kun L(t) =V, ~L(t) =V,
kun L(t) = 3, ja ~L(b) = Xr L(b).

Maaritelma 2.11 Olkoon a < wyp ordinaali. Olkoon P C X x w{. Olkoon T' =
wi® L(t) = 3, kun ¢t € T on parillinen, L(t) = V, kun ¢ € T on pariton, ja
L(b) = P(-,b), kun b € [T]. Merkitéén pelia (f, 7T, L) symbolilla G*(f, P) ja pelid
(f,T,~L) symbolilla G*(f, P). Olkoon

GY(P) = {f € X | pelaajalla 3 on voittostrategia pelissd G“(f, P)}.

Ehto f € G¥(P) voidaan havainnollisesti kirjoittaa my6s muodossa

(FoVB13aaVBs . .. Fag Ve . . Decal(f, (a1, i, a2, Bo, .y, Be,y - - )e<a) € P
Kun I on pisteluokka, niin merkitdan G*(I') = {G%(P) | P € I'}. Vastaavasti olkoon
GA(P) = {f € X | pelaajalla 3 on voittostrategia pelissé G*(f, P)}.

Tallsin ehto f € G*(P) on havoinnollisessa muodossa

(Va1341Va3Bs . . . Yae3Be . . Jecal(f, (a1, B1, a2, B2, .. s e, Bey - - )e<a) € P
My6hemmin palataan operaatioon G® erityisesti ordinaalin o arvoilla w ja w;.

Maaritelma 2.12 Jonojen s ja t lomitus, sxt, on jono r, jonka pituus on min{2¢(s), 2¢(t)}
ja
r(y+2n) = s(y+n)
r(y+2n+1) = t(y+n),
missd v = Uy jay+2n+1 < {(r). Olkoon o < w; ordinaali. Talldin a-strategia on
kuvaus wi® — wy. Jos p on a-strategia ja s € wy®, niin p* s on jono ¢, jonka pituus
on 2/(s) ja jolle

{t(’y +2n) = p((t(0),t(1),...,t(§),...)), £ <y+2n,
t(y+2n+1)=s(y+n)
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missd v = Uy ja v+ 2n + 1 < B. Samalla tavalla maaritelldan s x p. Jos p ja T ovat
a-strategioita, niin
XS

on jono ¢, jonka pituus on 2« ja jolle

t(y+2n) = p((t(&))e<y+2n),
t(y+2n+1) =7(tE))e<cr+2n+1),

Avaruuden w{ alkiot koodaavat a-strategioita bijektion o valityksella. Jos f €
w{', niin f:m mddrdaamd o-strategia 7; madritelladn seuraavasti

7¢(s) = f(o(s)), kun s € wi®.
Lemma 2.13 G%sP(s,g) <= 3f € wiVf' € w{P(1f %714, 9)

TobpisTus. Olkoon g € N ja G*sP(s,g). Olkoon 7 3:n voittostrategia pelissi
G*(g, P). Valitaan f € N1, jolle

f(o(s)) = 7(s) kaikilla s € w1 =*".

Talloin kaikilla f € Ny pétee P(7f * 741, g).
Olkoon sitten 3fVf'P(rs * 7, g) voimassa. Valitaan 7 = 7;. Talléin 7 on I
voittostrategia pelissd G*(g, P). O

Huomautus 2.14 Jos Vf3f'P(14 * 74, g), niin G*sP(s,g) voidaan padtelld vain,
jos peli on determinoitu.

Puiden koon vertailemiseksi méaéritelldan peli G(T,T’) kahden puun T ja T’
valille. Se on pelaajien 3 ja V vélinen wy:n mittainen peli,

Y ot t SN
3 t'o t'y - t,
missd v < w; on rajaordinaali. Pelin sdannot ovat: tp <t; < --- <t <--- €T ja

ty <tp <---<th<---€T. Sepelaaja, joka ensimmaisend rikkoo saéntoja, haviaa.
Maaritellaan puiden valille jarjestys asettamalla T < T”, jos on olemassa jarjestyksen
sailyttiva kuvaus F : T — T'. Taméi on yhtdpitavai sen kanssa, ettd 3J:lla on
voittostrategia pelissi G(T',T"). Lisdksi merkitdan T < T', jos T < T' ja T £ T.
Toinen jarjestysrelaatio saadaan, kun asetetaan T' < T” jos ja vain jos pelaajalla V on
voittostrategia pelissi G(T",T). Seka < ja < ovat selvisti transitiivisia. Merkitdian
T=T,josT<T jaT <T.

[Maaritelmdén 2.10 nojautuva ylldolevan pelin médritelma saa seuraavan muodon.
Olkoot vertailtavat puut Ty ja Th. Olkoon T = (T3 UT3)<*', X = {0}. Kun b € [T},
niin merkitédén by(8) = (b(€) | € parillinen ja & < 20) ja kun vaihdetaan parillisen
paikalle pariton saadaan by (8). Olkoon L(t) = 3, kun t parillinen, ja L(t) = 3, kun
t pariton . Kullekin b € [T olkoon L(b) = {0}, kun

min{¢ | by(€) ei ole Tp:n kasvava jono} < min{¢ | b (£) ei ole Ty :n kasvava jono}

ja olkoon L(b) = ? muuten. Nyt péatee T1 < Ty, jos ja vain jos pelaaja 3 voittaa
pelin (0,T,L). |
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Maaritelma 2.15 i) Kun 7" € 7, niin puun 7" levitys on joukko
wl' = {((a§,6§)>5<7 | <Oz§> eT A 55 € w kaikilla € < ’y}

jarjestettyna alkusegmenttirelaatiolla.
ii) Puu T on leved, jos T ~ wT.

iii) Kun T on puu, niin olkoon o7 puun 7" alkusegmenttien joukko jarjestettyna
alkusegmenttirelaatiolla.

iv) Olkoon uT = w(oT).

Kaikilla T € 7 selvésti wI' = T ja wT ~ w(wT). Kun 7' € 7, niin 6T =

{(0°8) ey | D€ [T], v < LUb)} Ja [0T] = {0 ey | b € [T} Kun t = {ag)e<y €
T U [T, niin merkitéén (¢, 5) = (o, B))e<y € WT.

Lemma 2.16 Jos T < T', niin on olemassa funktio F : T — w1T’, joka toteuttaa
ehdot

i) F ingektio
ii) kaikilla o < wy jos t € Levy(T') niin F(t) € Lev, (wT")
iii) t <t < F(t) < F(t).
TobisTus. Olkoon 7 sellainen J:n voittostrategia pelissdé G(T,T"), ettd 3 pelaa

mahdollisimman ekonomisesti s.o. 7((te, tz)¢<s, ts+1) € suce(ts) ja 7((te, t)e<rys ty) =
Ug<yte, kun v = Uy. Maiéritelliin F' : T' — wT” induktiolla tasoittain. Asetetaan
F(t) = U€<—7 F(tgb kun t = Ugo, te jay = Uy = L(t). Kun t = (ag)e<st1, niin
olkoon 7((t°¢, F(t7€)),t) = (af)e<or1. Asetetaan F(t) = F({ag)e<s) ((af, as))-
Néin maaritellen F' toteuttaa selvésti vaaditut ehdot. O

Seuraavat véitteet on todistettu [5]:ssé, mutta todistukset esitetdén myos téssé.

Lemma 2.17 i) 6T €7 joT < oT.
it) Jos T < T, niinT <T'.
i) T < T < ol <T'
w) T<T <— T<oT
v) Ei ole olemassa puuta T" siten, etta T < T' < oT.
vi) Ei ole olemassa puita Ty, n < w, joille T41 < T, kaikilla n.

TobpisTus. i. Ensimmaéinen vaite on selvd. Pelaajan V voittostrategia pelissé
G(oT,T) on pelata pelaajan 3 aikaisempien siirtojen maaraama alkusegmentti. Néin
pelaten V:lla on aina vastaus J:n siirtoon, joten V voittaa.

ii. Olkoon 7T pelaajan V voittostrategia pelissa G(T”,T). Nyt =(T" < T), koska
molemmilla pelaajilla ei voi olla voittostrategiaa pelissa G(T",T). Maaritelldan
jarjestyksen siilyttava kuvaus F' : T — T’. Olkoon t € T. Pelataan peli, jossa
3 siirtda t:n edeltdjineen ja V kayttda voittostrategiaa 7. Strategia 7 antaa siten
viimeisend siirtona F'(t).
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iii. Olkoon p pelaajan 3 voittostrategia pelissd G(oT,T"). Maéaritellaan pelaajan

V voittostrategia 7 peliin G(T”,T). Olkoot t'g €T, te €T, £ <, pelin aikaisem-

mat siirrot, missé V ei ole vield hévinnyt. Olkoon 5 jonon (t¢) méadrééamé puun T
/

alkusegmentti ja T = (t). Asetetaan

T({te te)ecy) = p(E*T €)ecry).

Olkoon sitten 7 on pelaajan V voittostrategia pelissi G(T',T). Maéaritellaan J3:n
voittostrategia p peliin G(oT,T"). Olkoot sg < 51 < ... < 8y € 0T jat = (te)e<ns
pelissa aikaisemmin pelatut siirrot. Asetetaan télloin 3:n siirroksi T(f/ * Sy).

iv. Seuraa kohdasta iii, koska T' < 0T’ <= oT < o1 +<— T <T'.

v. Kohtien i, ii ja iii nojalla T < T" < ¢T on mahdotonta, koska siitd seuraisi
oT <T'jaocT' <oT.

vi. Olkoon 7, pelaajan V voittostrategia pelissd G(T,,T,+1). Maéritelldan
puiden 7;, kasvavat jonot () ehdolla

1
te = m({t5, 5 o<e)
Nyt <tg>§<w1 on kasvava wi-jono puussa Ty, mika on ristiriita. O

Edellinen lemma patee myo6s, kun o1 korvataan p7":114. Lemmasta seuraa mydés,
ettd relaatio < on transitiivinen. Nimittédin jos 77 < Ty < T3, niin o717 < T5 ja
oTy < Ty, joten T7 < T3.

Maaritelma 2.18 Puu T on hyvinperustettu, jos T:ssé ei ole adrettomia oksia.

Seuraavan lemman nojalla puut wiy® ja wf““ ovat puiden luokassa selvat ra-

japyykit.

Lemma 2.19 Puu T on hyvinperustettu jos ja vain jos T < wi®. Puu T C wi?
<wi

on wawi-puu Jjos ja vain jos T' K w;
TobisTus. Olkoon T hyvinperustettu. Talloin pelaajan V voittostrategia pelissi
G(w®,T) on pelata adretonta oksaa puussa w;. Jos pelaajalla V on voittostrategia
pelissd G(wy, T), niin puussa T ei ole ddretonta oksaa, silli muuten 3 voi pelata w
siirtoa havidmittda. Jos T on wewi-puu, niin V:n voittostretegia pelissi G(wy!, T)
on pelata wi-oksaa. Jos T:ssd on wi-oksa, niin pelaamalla sita pitkin d selviaa pelissa
wq siirtoa. O

Kun puu T on hyvinperustettu, niin puun 1" astefunktio r : T — ON on seuraava,
r(t) =sup{r(t (o)) + 1|t (o) € T}

Télloin puun T aste on r(T) = sup{r(t)+ 1|t € T'}. (Supremum tyhjistd joukosta
on 0.)
Kun a < ws, niin olkoon

T% = {{(aag, ), (@ay,1)s - - (o, 0m)) | € > a9 > a1 > ... > ap, Ao, €W}

jarjestettyna alkusegmenttirelaatiolla. Koska ei ole olemassa laskevaa daretonta or-
dinaaliketjua, niin 7% on hyvinperustettu. Lisdksi r(7%) = a.
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Esimerkki 2.20 p7° = T ja pwi® = w1<w+1-

Seuraavat puiden operaatiot on médritellyt mm. Taneli Huuskonen [3]. Olkoot
T1, T € 7. Naiden puiden summa, T = T} + T5, on seuraava

T =T, x{0}U([T] x Ty) x {1}
jarjestettyna seuraavasti: £; < {5 jos ja vain jos yksi seuraavista patee
i) t1 = (t],0) ja to = (15, 0) joillekin ¢},t, € T} niin, ettéd t| < t).

i) t1 = (#1,0) ja ta = ((b,t5),1) joillekin t} € Ty, ¢, € T> ja b € [T1] niin, ettd

t1 € b.

iii) t1 = ((b,t)),1) ja ta = ((b,t5),1) joillekin #;,t5 € To ja b € [T1] niin, ettd
th < th.
Intuitiivisesti 7" saadaan liittdmalla T5:n kopio jokaisen 77:n oksan perdan. Puiden
T;, 1 € I, supremum, T = U;c;T;, on seuraava:

T = Uier(Tir Levo(T;)) x {i} U{()}

jarjestettynd seuraavasti: () on puun 7T pienin alkio eli juuri. Muutoin (t1,71) <
(ta,12) jos ja vain jos iy = ig ja t1 < to.

Seuraavassa ordinaali késitetddn edeltéjiensd muodostamana jonona: & = (9)s<¢.

Puu T on refleksiivinen, jos on olemassa sellainen juuresta poikkeava t € T', etté
T < Ti. Talloin T ei ole hyvinperustettu, silld jos F' : T — T on jarjestyksen
sailyttéava, niin jono (t, F'(t), F(F(t)),...) on déreton kasvava jono T:ssd. Kun T" on
puu, niin puu 7" = {n"t | t € T, n € w} on refleksiivinen, silld funktio F : 7" — T7,
F(n't) = (n+1)t, kun t € T, on jarjestyksen siilyttdvd. On olemassa puu, joka
ei ole hyvinperustettu eika refleksiivinen. Téllainen on esimerkiksi puu 7' = {(£)"¢ |
¢ < wy}, sillé kaikilla juuresta poikkeavilla t € T patee Ty < &, jollakin £ < wq, joten

Lemma 2.21 Puu T on refleksiivinen, jos ja vain jos 1 +1T < T.

TobisTus. Puu 1+ T on isomorfinen puun 77 = {(0)t | t € T} U () kanssa. Jos
F : T" — T on jarjestyksen sdilyttava, niin F{(0)"t | t € T} méirittelee jarjestyksen
séilyttavin kuvauksen T' — Tp((o)), missd F'((0)) ei ole T'n juuri. Kééntden olete-
taan, ettd t € T ei ole juuri ja F' : T — T} on jarjestyksen sdilyttava. Talloin
F':T'—T,

on jarjestyksen siilyttava. O

3 Borel*-joukot

3.1 Borel*-joukon maaritelma ja perusominaisuuksia

Borel*-joukon maaritelmé esitetdédn asettamalla joukon asteeksi ordinaalin sijasta
wowi-puu. Osoitetaan, ettd joukko on Borel, jos ja vain jos joukko on Borel* jol-
lakin hyvinperustetulla puulla. Té&mé on Blackwellin [1] Borel-joukon karakterisointi
Baire-avaruudessa. Niin Borel*-joukon méaritelmé yleistaé klassisen méaaritelmén.
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Maaritelma 3.1 Olkoon T wowi-puu. Funktio
L:TU[T] — {untusyxunyx

on puun T laputus joukolla X, jos L(t) € {U,N}, kun ¢ on puun 7" solmu ja L(b) €
YA UTIY™X, kun b on puun 7 lehti. Puun T X-laputus L toteuttaa lisiksi ehdot:

i) Jost € Tr [T], niin L(t) = U, kun ¢ on parillinen ja L(t) = N, kun ¢ on pariton.
ii) Jos b € [T], niin L(b) € XY, kun b on parillinen ja L(b) € 1}, kun b pariton.

Laputuksen L duaali ~L toteuttaa ehdot

~L(t) =U, kun L(t) =N
~L(t) =U, kun L(t) =N
~L(b) = Xr L(b), kun b € [T

Puun T II-laputus on puun T Y-laputuksen duaali.

Maaritelma 3.2 Olkoon f € X, T wowi-puu ja L sen laputus joukolla X. Peli
G(f,T,L) on peli In ja V:n valilld pitkin puuta 7. Peli alkaa puun 7' juuresta.
Kun on paasty puussa solmuun ¢, siirtovuorossa oleva pelaaja valitsee jonkin ¢:n
valittomén seuraajan. Siirtovuorossa on 3, jos L(t) = U ja V valitsee, jos L(t) = N.
Rajalla jatketaan aikaisemmin valittujen solmujen supremumista. Peli paattyy, kun
ei ole endd mahdollista siirtdd. Talloin pelaajien valinnat maaraavat lehden b € [T.
Télloin pelin voittaa 3, jos f € L(b). Muussa tapauksessa V voittaa.

Kun T,T" ovat wowi-puita ja L, L' ovat vastaavasti puun T ja T’ laputuksia
joukolla X, niin parit (T, L) ja (T', L') ovat ekvivalentit, jos kaikilla f € X jommal-
lakummalla pelaajalla on voittostrategia pelissi G(f, T, L), jos ja vain jos hénelld
on voittostrategia pelissd G(f,T",L").

Tason T Borel*-joukko laputuksella L on joukko

B(T,L) = {f € X | 2114 voittostrategia pelissa G(f, T, L)}
ja duaalisti Borel-joukko on

B(T,L) = Xt B(T,~L)
= {f € X | V:lla ei ole voittostrategiaa pelissa G(f,T,L)}.
Maaritellaan
Yr ={B(T,L)| L X-laputus}, Ip ={B(T,L)|L Il-laputus}
Y. ={B/(T,L)| L ¥-laputus}, Il ={B'(T,L)| L I-laputus}.

Olkoon Ay = X7 NIy ja Al = X N 1T, Merkitdan

B =JSrjaB =
TeT TeT

Merkitéiin symbolilla B¢ niiden Borel*-joukkojen B(T, L) luokkaa, joille pitee, etté
peli G(f,T, L) on determinoitu kaikilla f. Symboli B" tarkoittaa niiden Borel*-
joukkojen luokkaa, joiden komplementti on myo6s Borel*-joukko.
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Masritelmistd seuraa heti, ettd B4 C B® C B*. Mydhemmin osoitetaan, etti
B = B Jos (T,L) ja (T',L') ovat ekvivalentit, niin B(T,L) = B(T',L') ja
B(T,L) = B'(T", L'). Koska Borel*-joukko on mééritelty pelin avulla, joka voi olla
ei-determinoitu, niin voi olla B(T,L) # B'(T, L). Kuitenkin aina pétee B(T, L) C
B(T, L).

Esimerkki 3.3 Olkoon A C 2% ei-determinoitu joukko ja T = wy®. Midritelliin
F :wf — A asettamalla F(s)(n) = 0, jos s(n) on parillinen ja F(s)(n) =1, jos s(n)
on pariton. Olkoon lehden b laputus L(b) = N7, kun F(b) € A ja L(b) = ?, kun
F(b) ¢ A. Nyt B(T, L) = ?ja B'(T, L) = N, silld kummallakaan pelaajalla ei ole
voittostrategiaa pelissa G(f, T, L) millaan f € Nj. Tietysti ? ja N voidaan esittaa
Borel*-joukkona, jonka peli on determinoitu.

Lemma 3.4 Kaikilla T € T luokat X, X7, 1 ja I ovat

i) suljettuja jatkuvan sijoituksen suhteen

i1) parametrisoituja.

TopisTus. i. Olkoon F : X — Y jatkuva ja B = B()(T,L) C Y Borel*-joukko.
Tallsin F~'B = BU)(T, L'), missi

L'(t) = L(¢), kun ¢t € T'r [T
{ L'(b)=F~'L(b), kunbc [T)].

Koska F' on jatkuva, niin L'(b) on avoin (suljettu), jos L(b) on. Olkoon g € F~!B.
Téllin F(g) € B, joten 3:lla on voittostrategia pelissd G(F'(g),T, L). Kayttamalla
samaa strategiaa pelissi G(g,T,L’) 3 paidsee aina tilanteeseen, jossa g € L'(b) =
F~LL(b), joten F(g) € L(b). Kiintien, jos g € B(T, L'), niin 3:lla on voittostrate-
gia 7 pelissi G(g,T,L'). Tallsin ¢ € F~'B, koska kiyttien strategiaa 7 pelissi
G(F(g),T, L) 3 padsee aina asemaan, jossa g € L'(b), mistd seuraa F(g) € L(b).

ii. Olkoon X tarkasteltava avaruus ja {N, |« <wi} sen topologian kanta.
Olkoon T' € 7. Kun b € [T], niin asetetaan U, C X x N; ehdolla

Up(f,9) <= 3o <wi(f € Nyop(a))-

T&mé on avoin, silld jos (f,g) € Uy, niin olkoon

v = max(g(o(b™(a)), rad(Ny(o(v*(ap))) + 1,
jolloin U((f,g),7v) C Up. Mééaritelladn puun 7' laputus L seuraavasti

b) = Up, kun b on parillinen lehti
b) = —Up, kun b on pariton lehti
t) = U, kun ¢ on parillinen solmu

L
L
L
L(t) =N, kun ¢ on pariton solmu

(
(
(
(

Téallin L on X-laputus. Olkoot Ur = B(T,L), U = B'(T,L), ~Ur = B(T,~L)
ja ~UL = B'(T,~L). Kun on osoitettu, ettd Ur on universaalinen luokalle Y7~ X,
niin U}, ~Ur ja ~Up ovat luokkien ¥, X, Il X ja I}, X universaaliset relaatiot.

Vaite. Ur on universaalinen luokalle X7 X.
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Tod. Olkoon L puun T Y-laputus joukolla X. Valitaan funktio g € N7 niin, ettd
L(b) = Us(+, g) kaikilla b € [T]. Téllainen g voidaan valita, silld ordinaalit o(b™(c)),
a € wy, b € [T, ovat eri alkioita. Talléin B(T, L1) = Ur(-,g). O

Ei-determinoituvuuden takia Borel*-joukkojen hierarkiaa ei saa tavanomaisesti
lemman 2.5 avulla. Saadaan vain seuraava heikompi tulos.

Korollaari 3.5 Katkilla T € T pitee X # 11/, ja ¥l # I .

Topistus. Koska =Xp = II/, ja —IIp = ¥/, niin viitos seuraa lemmasta 2.5. O

Lemma 3.6 i) JosT <T', niin Xp C Xy ja X C XL 0.
ii) Jos T < T', niin X1 C Iy ja X C I, 1.

TobisTus. Oletetaan, ettd Borel*-joukon médritelméssd on kiytetty laputusta,
joka toteuttaa ehdon L(b) € AY.

i. Olkoon F : T — w71’ lemman 2.16 antama kuvaus. Olkoon L puun T Y-
laputus joukolla X. Maéritelliin puun w7’ Y-laputus L', jolle (T, L) ja (wT’,L’)
ovat ekvivalentit. Kun b € [T, niin olkoon L'(b') = L(b) kaikilla sellaisilla ¥’ € [wT"],
joilla " > F(b). Kunt' &€ F(T), t € Tr [T] ja t' € succ(F(t)), niin asetetaan kaikille
b e wT’, joille b >t/

X, kun t parillinen

L) = { ’

2, kun t pariton.

Nyt jos pelaajalla 3 on voittostrategia 7 pelissd G(f,T, L), niin 3:n voittostrategia
pelissi G(f,wI’,L") on pysyd puussa F(T') ja siirtdd F(t), kun ¢ on strategian 7
antama 3 siirto. Jos V siirtdd sivuun puusta F'(1"), niin V hévida. Sen jélkeen, kun
on pelattu F'(b):n ohi, pelaajat voivat siirtdd mielivaltaisesti. Siis 3 voittaa pelin
G(f,wT",L").

Olkoon 7 pelaajan 3 voittostrategia pelissi G(f, wT”, L"). Oletetaan, etta pelissa
G(f,T, L) on paasty solmuun ¢ ja on J:n vuoro siirtdéa. Nyt 7(F(t)) € F(T), koska
muuten 3 hévidd. Talloin valitaan 3 siirroksi ¢, jolle F(¢') = 7(F(t)). Nain
saadaan méaéariteltyd 3:n voittostrategia peliin G(f, T, L).

Samalla tavalla voidaan menetelld pelaajan V kohdalla.

ii. Lemman 2.17 nojalla T < T" <= o¢T < T'. Olkoon L puun T X-laputus
joukolla X. Maaritellidn puun o7 Il-laputus L', jolle (T, L) ja (6T, L") ovat ek-
vivalentit. Koska ¢7" < w7, niin kohdan i nojalla téstd seuraa vaitos. Olkoon
L'((t ) e<ory) = L(t) ja L'((bE)ecery) = L(b), kun t € T ja b € [T]. Olkoon
muuten L' IT-laputus. Talloin (T, L) ja (0T, L") ovat ekvivalentit, silld puun o7 sol-
muissa (¢ §)e<y(r), £(t) raja, pelaajalla V ei ole kuin yksi vaihtoehto siirtdd, nimittédin
(tE)e<e(ry- O

Korollaari 3.7
Y C Aur ja Xp C Ay

TobpIisTUs. Viite seuraa edellisestd lemmasta ja lemmasta 2.17. O

Lemma 3.8 Jps Ag € Y, § < wi, nin Ugey, Ae € X1, Necyy Ae € X, missd
T = Ugcun Tg ja T" = {(0,§)"s | s € Te,§ <wi} U{{0)} U{()}-
Erityisesti Uy, X7 C Xgr, Nu, 27 C 21+w(1+T) Jja Ny 27 C Iyr.
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TobisTus. Olkoon A = Ugcw, Ag, missé Ae = B(T¢, Le) € Yr,. Télloin A =
B(T',L), misséd L((b,§)) = L¢(b). Toisaalta N Ae¢ = B(T", L), missa L((0,£)°b) =
Le(b), kun b € [T¢], ja L on muuten X-laputus. Viimeisen véitteen todistamiseksi
olkoot A¢ = B(T, L¢), missd Lg on X-laputus. Télléin A¢ = B(wT, L), missé
L((b,€)) = L¢(b), kun b € [T¢], ja muuten L on II-laputus. O

Jos T on leved (katso mééaritelméa 2.15), niin 2 on suljettu operaation Uy,
suhteen. Koska p7% = T%! edellisestii lemmasta seuraa induktiolla, ettd X0 C
ET& ja Hg - HT&.

Korollaari 3.9 Xy = Eg ja lpy = Hg katkilla w < v < wo ja Xpn = E%H ja
pn =119 kaikilla n < w. Erityisesti B C B2

TopIsTus. Merkit#iéin todistuksen ajaksi avoimia joukkoja symbolilla 3§ ja I =
-%J. Todistetaan induktiolla v:n suhteen. Koska T9 = {()}, niin X0 = 39 ja 0 =
I1). Oletetaan, etti A € X1, A = B(T7 L). Merkitiéin A¢ = B(T"7, L¢), missi
Le(b) = L({(7,£))°b). Induktio-oletuksen nojalla A, € IL,. Té&lloin A = UA, joten
Ae EgH. Kun A € ¥pv, § <wi ja d <, niin merkitddn A 5 = B(T‘S,L(M)) €
Il7s, missi Le 5(b) = L({(€,6))"b). Koska induktio-oletuksen nojalla A 5) € I13 ja
A= U§7§A(§75), niin A € Zg a

Borel*-hierarkian tasolle T, jossa T on refleksiivinen, patee vahvoja sulkeumaom-
inaisuuksia.

Lemma 3.10 Kun T on refleksiivinen, niin Ny, X7 C Lyr.
TobisTus. Lemmojen 3.8, 3.6 ja 2.21 nojalla

mw1 2T C ZJl—l-w(l—i-T) - ZWT‘

Edellisen lemman nojalla siis esimerkiksi waw on suljettu operaatioiden Uy, ja
Mw,; suhteen.
Borel*-joukko voidaan ilmaista pelikvanttorin G** avulla:

Lause 3.11 B* C G¥1%).
Tobistus. Olkoon B = B(T, L) Borel*-joukko, missd L on ¥-laputus. Olkoon

Mgy = L(s), jos s on lehti T:ssd
M, =2 muuten '

Tallsin P = {(f,g9) e N? | f € Ug<wr Mo(g¢) } on avoin: Olkoon (f, g) € P ja olkoon
§ < wi sellainen, ettd f € M, (). Valitaan v = max{{,rad(M, )} + 1. Télléin
N((f,9),7) € P.

Viite. B = G“'gP(f,g).

Tod. Olkoon 7 J:n voittostrategia pelissi G(f,T,L) s.o. f € B. Madritellddn J:n
voittostrategia p pelissi G“'gP(f,g). Olkoon t = (ag,b¢)e<~ pelin aikaisempien
siirtojen jono. Jos t € T, niin olkoon 7(t) = t"(,). Asetetaan télléin p(t) = a.
Kun ¢t ¢ T, niin olkoon p(t) = 0. Tdma on 3 voittostrategia.
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Olkoon kééntden p 3 voittostrategia pelissa G“'gP(f,g). Kun ¢t € T ja on Jn
vuoro siirtaé, niin olkoon

7(t) = t"(p(t)).
Télléin 7 on pelaajan 3 voittostrategia pelissi G(f,T,L). O

Esitetdan operaatio, joka on erddnlainen yhdisteen ja leikkauksen yleistys. Olkoon
T wowi-puu ja L kuvaus Tr [T'] — {U,N}. Olkoot B, C X, b € [T, joukkoja. Olkoon
L:TU[T] - {V,3}U{By | b€ [T]}, L(t) = 3, kun ¢ parillinen, L(¢) =V, kun ¢
pariton, ja L(b) = By, kun b € [T]. Talloin

dr By

on joukko {f € X | pelaaja 3 voittaa pelin (f,T,L)}.
Bairen avaruuden Borel-joukkojen maaritelméan vastine avaruuksiin X on seu-
raava.

Lause 3.12 B* on pienin luokka, joka sisdltad avoimet ja suljetut joukot ja on sul-
jettu operaatioiden dp, T € T, suhteen.

TobisTus. Merkitddn kyseistd luokkaa symbolilla By. Kun A = B(T, L) € B*, niin
A = drL(b) € Br. Osoitetaan, etti Uper(dr(X¢UIY)) = Br. Olkoon A = dr By,
missid By, = d, BY ja BY € XY UTIY, kun ¥ € [Ty]. Téllsin A = B(T', L), missi
t' € T', jos ja vain jos joko t' € T tai t' = b’s, jollakin b € [T] ja jollakin s € Tj.
Lisdksi L'(t) = L(t), kun t € T ja L'(b’s) = Lp(s), kun s € Tp. Jos f € A, niin
olkoon 7 3:n voittostrategia pelissa (f, T, L) ja olkoon 73, pelaajan 3 voittostrategia
pelissd G(f, Ty, Ly), mikéli f € B(T}, Ly). Yhdistamalla strategiat 7 ja () saadaan
J:n voittostrategia peliin G(f, T, L). Jos 7 on 3:n voittostrategia pelissa G(f,T", L),
niin rajoittamalla 7 puuhun 7" nihdéén, ettd f € A. Siis A € Uper (dr(Z9 UTIY)).
a

3.2 Joitakin Borel*-joukkoja
Olkoon f € Cy. Merkitaan

Ry ={(e,0) | flo(a,B)) =0} ja
WF ={f €Ci| Ry on hyvinperustettu relaatio}

Klassisessa deskriptiivisessa joukko-opissa osoitetaan, ettd vastaava Bairen avaruu-
den joukko WF = {s € w* | R, on hyvinperustettu} on I} muttei Borel. Avaruuk-
sissa X on W F hierarkiassa hyvin alhaalla. Itse asiassa WF' € Hg C B, silla laskeva
ketju voidaan koodata yhdelld ordinaalilla funktion o avulla:

WF= () {flls=0""(a)Al(s)>w] = 3In <w[f(s(n+1),s(n)) # 0]}

a<wi
Joukko A C wy on cub, jos A on suljettu ja rajoittamaton eli
i) jos (o) on kasvava jono joukon A alkioita, niin sup,,,, an € A

ii) kaikilla § < wy on olemassa o € A, jolle o > f3.
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Joukko A C w; on stationaarinen, jos A N C # ? kaikilla cub-joukoilla C. Kun
C1 ja Cy ovat cub-joukkoja, niin C1 N Cy on cub. Selvasti C1 N Cy on suljettu. Se
on myos rajoittamaton, silla jos 8 < wi, niin on olemassa tata suurempi a; € Cf,
tatd suurempi B; € Co, tatd suurempi o € C; ja niin edelleen; koska C' ja Cs ovat
suljettuja, niin § < supa, = supf, € C1 N Cs. Kun A C wy, niin olkoon x4 € C;
sellainen, ettd x4(§) =1 < ¢ € A.

Maaritelma 3.13 Asetetaan

CUB = {xa € (| A sisiltdd cub-joukon}
STAT = {xa € (1| A on stationaarinen}.

Kun 7 on funktio wi™ — wy, niin sanotaan, ettd ordinaali o on suljettu funktion

T suhteen, jos kaikilla s pétee
s€a ™ =1(s) < a.
Lemma 3.14 Kun 7 on funktio w1 <*! — w1, niin
C ={a| «a suljettu T suhteen}.
on cub-joukko.

TobisTtus. Olkoot ay, € C, kun n € w. Téalléin o = supay, € C, mikd ndhdaén
seuraavasti. Jos s € a<¥, niin s € 5%, jollakin n < w. Koska «, on suljettu
funktion 7 suhteen, niin 7(s) < «a, < a. Siis joukko C' on suljettu. Osoitetaan,
ettd joukko C' on rajoittamaton. Jos a € C, niin olkoon Gy = a4+ 1. Maaritellaan
induktiolla 8,41 = B, Usup{7(s) | s € 85¥}. Ordinaali 3,11 on pienempi kuin wy,
koska joukko, josta supremum lasketaan, on numeroituva. Nyt 8 = Up<uGn € C ja

8>a O

Lause 3.15 CUB € Awfw ja STAT € A;@,.
1

Topbistus. Olkoon
T ={{ap,01,...,00) |ag < a1 <...< g}
Merkitddn @ = (ag, a1, ...) € wf. Télle puulle asetaan laputus

L@) ={f € Ci | f(supan) =1},

Joukko L(a@) on suljettu ja avoin. Olkoon L muuten ¥- tai II-laputus. Télloin
CUB = B(T, L), miké ndhdaén seuraavasti:

Olkoon 7 : wi¥ — w; I voittostrategia pelissi G(f,T,L). Joukko A, jolla
f = xa, sisdltdda cub-joukon C' = {«a | a suljettu 7:n suhteen}: Jos a € C, niin
valitaan kasvava jono (o )new, jolle a = sup,, ¢, o,. Pelataan peli, jossa 3 noudattaa
voittostrategiaansa.

v (o) (a0, Bo, k)
3 0 (a0, Bo) (a0, Bo, gy, B1)
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Ylla k, on pienin k, jolle ap > Br_1. Oletuksen nojalla téllainen k& on olemassa.
Koska 3 noudattaa voittostrategiaansa, niin f(a) = 1 eli a € A, missé o = sup ay, =
sup G-

Kun f = xa € CUB, niin olkoon C' C A cubjoukko. Pelaajan 3 voittostrategia
pelissd G(f, T, L) on seuraava. Kun puussa 7' on edetty solmuun ¢ ja on 3:n vuoro
siirtdd, niin 3 valitsee sellaisen alkion a € C, ettd a > maxt, ja siirtdéd ¢ (o). Kun
b € T on niin syntynyt puun oksa, niin koska C on cub, supt € C C A. Siis 3
voittaa.

Joukko A on stationaarinen, jos Cir A ei sisélla cub-joukkoa, joten ST AT =
B(T,L). O

Konjektuuri on se, ettd voidaan todistaa vaite CUB ¢ B. Toistaiseksi voidaan
todistaa vain:

Lause 3.16 CUB ei ole X9 eikd I19.

Tobistus. Koska jokainen joukko U(f,«) sisaltdd sekd CUB:n ettd Cir CUB:n
alkioita, ndhdain, ettd CUB ei ole avoin eiké suljettu. Olkoot A,, a < wq, sul-
jettuja ja UA, C CUB. Oletetaan lisaksi, ettd A, C Ag, kun a < 3. Konstruoidaan
induktiolla jono (fy) joukon Cir CUB alkioita ja samalla kasvava jono ordinaaleja
(ag), joille patee

U(fe,a¢) C Cir Ag ja ghm feecuBr |J Ae.
— w1

E<wy

Olkoon fy nollafunktio. Se ei ole CUB:ssa eika siten Ag:ssa, joten on olemassa sidde
o, jolle U( fo, p) € Cir Ag. Oletetaan, etté ylldolevat ehdot tayttavit fe, ag, £ < B
on maaritelty. Olkoon fgi11 = f3 & CUB. Koska fzy1 & A1, niin valitaan sellainen
agy1 > ag, ettd U(fgp1, apy1) € Cir Agq1. Oletetaan sitten, ettd 8 = US ja fe, ag,
§ < 8 on mééritelty. Olkoon f3 sellainen, ettéd

fa(Uecpag) =1 (1)

ja f3(6) = maxecg fe(d), kun § # Uecpae. Talloin fg ¢ CUB, koska f(£§) = 0,
kun £ > Ugcgoe. Valitaan sellainen ag > Ugcgoae, ettd U(fg, ap) C Ag. Nyt
f = limgcy, fe € CUBr Ugcw, Aq, silld f € Necw, U(fe, ag) ja jos f(an) = 1, kun
n < w, niin f(Up<way,) = 1 ehdon 1 nojalla. Siis CUB & 39.

Samanlainen pé#ittely osoittaa, ettd joukko CUB ei ole myoskidn I19. Olkoot
Ay, @ < wy avoimia ja CUB C A,. Oletetaan lisdksi, ettd Ag C Ag, kun o < f.
Konstruoidaan induktiolla jono (f,) joukon CUB alkioita ja samalla kasvava jono
ordinaaleja (), joille patee

U(fg,ag) - Ag ja glig}ll fg S ﬂ Agr CUB.
E<w
Olkoon fy(§) = 1, £ < w1. Koska f € CUB C Ag, niin on olemassa side «p,
jolle U(fy,an) € Ag. Oletetaan, ettd yllédolevat ehdot tayttavit fe, ag, & < B on
madritelty. Olkoon fzy1 = fg € CUB. Koska fzy1 € Agyq, niin valitaan sellainen
agy1 > ag, ettd U(fg41,a8+1) € Agt1. Oletetaan sitten, ettd 5 = UB ja fe, ag,
§ < B on maéaéritelty. Olkoon fg sellainen, etta

fa(Uecpag) =0 (2)
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ja fp(0) = mingcg fe(0), kun 0 # Ugcpae. Télloin fg € CUB, koska f(£) = 1,
kun £ > Ugcgae. Valitaan sellainen ag > Ugcgoae, ettd U(fg, ap) C Ag. Nyt
f = limgcw, fe € Uncw, Aar CUB, silla f € Necw, U(fe, ) ja jos f(am) = 1, kun
n < w, niin f(Up<wa,) = 0 ehdon 2 nojalla. O

4 Vaughtin joukot

4.1 Vaughtin joukon maaritelma

Téssa luvussa tutkitaan Vaughtin joukkoja. Ne ovat tason T' = w™* Borel*-joukkoja,
joiden madritteleva peli on determinoitu. Tassa luvussa kaytetdadn kontinuumihypo-
teesidl vain sithen, ettd X on parametrisoitu. Vaughtin joukkojen avulla todistetaan,
etta on olemassa Borel*-joukkoja, jotka eivét ole Borel.

Merkitéin Even = |, ., wi". Joukon Even alkioita (a1, 31, . . . , i, 3n) merkitiin
symbolilla @. Kun s € ¢, s = (a1, (1, . ..), merkitddn myos s = @. Asiayhteydesté
selviad, onko kyse ddrettomaésta vai darellisestd jonosta.

Maaritelméa 4.1 Olkoon I' pisteluokka. Joukko A C X on pisteluokassa G¥(T'),
jos silla on esitys

f €A — 30&1Vﬁ13a2Vﬁg . (f S Un<w S<alvﬁlw~yﬁn>)
— G¥aP(f,@)

missd P = {(f,@) € X x o | f € Upe,, Sa2n} jajoukot Sy, . 5,y € & ovat luokas-
sa I". Merkitdan talloin lyhyesti A = G¥((Sa)ackven) = G ((Sa)) ja G¥(f,(Sz)) =
G¥(f,P). Duaalisesti maééritelldén, ettd joukko B on pisteluokassa G¥(I'), jos
joukolla B on esitys

feB — Yoqﬂﬁﬁaﬁﬁg o (f € Mhew S<al’517.__75n>)
— GYaQ(f,@)

missd Q = {(f, @) € X x wf | f € Nyew Sa2n} ja joukot S, . g,) ovat luokassa T'.
Vastaavasti méaaritellddn B = A = G¥((Sa)) ja GY(f, (Sa)) = G¥(f,Q)

Maaritelma 4.2 Maiaritelladn induktiolla luokat G¥ () ja G¥(7), v < wa:

Gy(0) = ¥, Gx(0) = T
G5(1) = G3(Use, GEB), G2() = G2(Use, GH(9))

Jos A € G¥(), niin sanotaan, ettd A on tason v avoin Vaughtin joukko. Vastaavasti
jos A € G¥(7), niin A on tason v suljettu Vaughtin joukko.

Lemma 4.3 Kaikilla luokilla T' =G¥(T') = G¥(-I'). Erityisesti =-G¥(y) = G¥(v)
kaikilla v < wa.

TobisTus. Olkoon A = G¥((Sz)), missi Sz € I'. Osoitetaan, ettd peli GY(f, (Sz))
on determinoitu kaikilla f € X. Oletetaan, etté pelaajalla 3 ei ole voittostrategiaa
pelissd G¥(f, (Sz)). Madritelladan pelaajalle V voittostrategia. Kaikilla 3:n valin-
noilla a1 on olemassa V:n siirto (1 siten, ettd =[FaaVf2 ... (f € Un<w Siar,81,...,80))])-
Olipa sen jalkeen pelaajan 3 siirto as mika tahansa, pelaajalla V on siis olemassa
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siirto G2 siten, ettd —[3asVF3...(f € Uncw Sia1,61,...,8,))]- Niin jatkaen saadaan
pelaajalle V strategia. Se on voittostrategia, koska jos nain pelatun erdn o =
(o1, B1,...) jilkeen f € U, Sa2n, niin on olemassa n < w, jolle f € Siy, 6,,...8.)-
Télldin pétisikin Jon11V68u1 -+ (f € Un<w Siar,61,...,3,)), miké on ristiriita. Siis
f & Upcw Saon. (Tamé lemman todistus on itse asiassa sama kuin Galen—Stewartin
lause.) O

Luokka G¥ () on suljettu operaation G¥ suhteen, minka osoittaa seuraava lemma.
Lemma 4.4 G¥(G¥(T")) = G¥(I)
TobisTus. Olkoon joukolla A esitys f € A <—

FonVpr - (f € U S, 50)s (3)
missé joukoilla Siq, . g,) on esitys f € S, 5,) <

Vo1 (f €Sl i) (4)

missé SZal oy €T Kun v on ordinaali, niin merkitiin o/ = 2« ja o = 2a + 1.

Olkoon

g =9
<a/17ﬂ1""7a;q,76n77i,7617""7;{’67’1) - <a1 7ﬁ1 7"'7an7ﬁn7717617""’}/”767’74)

ja muuten Sé’al by =2

Viite. f € A, jos ja vain jos

3B (f €St p)- (5)

Tod. Jos f € A, niin olkoon 7 pelaajan 3 voittostrategia pelissa (3). Olkoon 7, . g,
pelaajan 3 voittostrategia pelissd (4), mikali jossakin pelissd, missd 3 noudattaa
strategiaa 7, paadytadn kysymykseen f € S, .., Pelaajan 3 voittostrategia
pelissd (5) on pelata 7(aq,...,0), missd of, B;, i < k ovat pelissd aikaisemmin
pelatut siirrot. Téta strategiaa 3 noudattaa siihen saakka kunnes f € Sy, . g.)-
Sen jalkeen d pelaa

Tax,....Bn (717 617 <o Yns 571)”

missd 7/, 0; ovat pelissé aikaisemmin ja (,:n jalkeen pelatut siirrot. Nain pelaten 3
paasee kysymykseen

!/
FeUSt 81t Bt b1t
m

" o
(0 tf) = St
Merkitddn o' /2 = « ja (¢ — 1)/2 = «a. Jos nyt 3114 on voittostrategia 7

pelissd (5), niin 3 voittostrategia pelissd (3) on pelata 7(a,...,[,)/2, missé a;/2,

Bi, i < n ovat aikaisemmat siirrot pelissd (3). T&lloin 3 padsee tilanteeseen, jossa f €
S(a1/2,...,,)» Koska 3n voittostrategia pelissé (4) on pelata (7(au1, . . ., Bn, 71, 015 - - -, Ym)—
1)/2, missa (vy; — 1)/2, di, i < m, ovat pelin (4) aikaisemmat siirrot. O

mika pétee, silla S
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Lemma 4.5 Luokat G¥(7v) ja G¥(v) sisdltdvdt avoimet ja suljetut joukot ja ovat
suljettuja jatkuvan sijoituksen sekd operaatioiden Ny, ja Uy, suhteen kaikilla 1 <
v < wa. Erityisesti B C G¥ (1) G¥(1).

Tobistus. Olkoon F : X — Y jatkuva ja A = G¥((Sg)), missd Sz € G¥(a) ).
Oletetaan, ettd F~1[Sz] € G¥(v)" V. Tallsin F~L[A] = GY((F~'S5)). Induktiolla
siis saadaan, ettd G¥(v) ja G¥ () ovat suljettuja jatkuvan sijoituksen suhteen.
G¥(y) on suljettu wi-leikkauksen ja -yhdisteen suhteen: Olkoot Ag¢, £ < wi,
G¥(y)-joukkoja, joilla on esitys A¢ = G‘;j((Sg)) Téll6in, kun merkitdin Si¢ 54,...8,) =
¢

niin
(alv"'uBn> ’

fe U A = 3v53a¥Bi ... (f € USicsom...0m0)s

E<wt

joten | A¢ € Gg'(7). Jos merkitdin S(s¢ o, 8,) = S<§a1,...,ﬁn)’ niin

fe ) A < 309EarBi ... (f € USicsm...00);

E<wt

joten N A¢ € G¥(7).

Olkoon A suljettu. Olkoon Sz = A kaikilla @ € Un<ww1<2". Talloin A =
G¥((Sz)) € G¥(1). Toisaalta A voidaan esittdd muodossa (| A¢ joillakin avoimilla
joukoilla A¢. Ylldolevan nojalla A =N A¢ € G¥(1). Induktiolla saadaan siten, etta
A€ G¥(y) NGY(y) kaikilla v < wy. O

Luokat G¥(«) ja G¥(«) siséltyvat Borel*-joukkoihin, mutta alhaiselle tasolle ja
tietynlaisella laputuksella.

Lause 4.6 Olkoon T = wy¥. Kaikilla v < wo
1) G5(v) € B ja GZ(y) € Ty
ii) Gg(y)UGE() € BY.

TobisTus. Todistetaan lause induktiolla :n suhteen. Arvolla v = 0 véite on selva.
Olkoon sitten joukoilla S, s € w?", esitys S, = B(T, Ly). Tallsin jos

feA = JFaVBi...(f € USt. o)

niin A = B(T, L), missé

L(b) = U L(oz1,,81,...,an,ﬁn>(717 517 .- ’)7

n

kun b = (o}, B1,...,a,0n,7],01,...) ja Ls(b) = ? muuten. Peli G(f,T,L) on
determinoitu, lemman 4.3 nojalla. O

Lemma 4.7 Kaikilla v < wa luokat G¥(7y) ja G¥(v) ovat parametrisoituja.
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Tobistus. Todistetaan lemma induktiolla v:n suhteen. Todistusta varten tarvitaan
pari médritelmis. Kun g € N1, niin olkoot ¢z, @ € U,,., w?", funktioita, jotka on
maaritelty ehdolla

n<w

ga(&) = g(o(§,@)) kaikilla £ < wy.
Kun B on Vaughtin joukko, niin olkoon d(B) pienin ordinaali 3, jolle B € G¥([3).
Tapaus v = 0. Lemma 3.4 todistaa parametrisoinnin luokille G¥(0) ja G¥(0).
Tapaus v > 0. Oletetaan, ettd viite on todistettu luokille G¥(3), f < ~. Olkoon
G : w1 — 7 funktio, joka on vakiokuvaus § +— 3, kun v = 8+ 1, ja Uey, G(§) =7,

kun v = Uy. Valitaan qu, Breosim ) C X x N7 universaaliseksi luokalle

GJ(Glo(ar,...,an))) X.
Madéritellaan U] ehdolla
(f,.9) €U) <= FaVBi3sYBe. .. (fr95) € U St ooy (6)

n<w

Viite. U] on universaalinen luokalle G¥ (7).

Tod. Koska kuvaus g — gz on jatkuva, niin U on luokassa G¥ (7). Olkoon B =
GY((SB)) € G¥(v). Madritellaan puu T C wi®, g € N ja tasot sekd jarjestyksen

sailyttava injektio F': wi™ — T, joille pétee

SU(-. ga) = {SSB, kun @ = F(s™ (o, ()
a \rJa )

2, muuten.

(7)

Olkoon 7 : wy X w1 — wi injektio. Mééritellddn F' seuraavasti: Olkoon F(()) = ().
Oletetaan F'(s) = (aq, 1, .- ., n, Bn). Asetetaan

F(s(a)) = F(s)(m(c, ),

missi o on pienin o, jolle G(o(a, ..., an, (!, @))) > d(SP). Lisiksi F(s™(a, B)) =
F(s{a))(8). Olkoon T = F(w;*). Nyt on mahdollista valita ehdon (7) tayttava
g.

Osoitetaan B = Uj(-,g). Olkoon f € X, G1 = G¥(f,(SY(, gz))) ja Ga =
G5 (f, (SB)).

Jos f ¢ B, niin olkoon p pelaajan V voittostrategia pelissd Gy. Jos 3 pelaa
pelissd G'1 niin, ettei aikaisempien siirtojen jono ole puussa 7', niin 3 hdvida varmasti.
Muussa tapauksessa pelaajan V voittostrategia saadaan seuraavasti: Kun pelissé G
on siirretty strategian mukaisesti jono F'(s), missd s = (aq,...,Bn, Qny1), niin ¥
siirtdd Bp41 = 7({a1, .-+, OBy py1)). Téalloin ehdon (7) nojalla

B U
F & Son,80) = SF((ar, Bnr0mt1,0n41))"

Siis V voittaa.

Jos f & UJ(-,g), niin olkoon 7 V:n voittostrategia pelissi G;. Maéritellddn
V:n voittostrategia peliin Go. Oletetaan, ettd pelissi G on siirretty strategian
mukaisesti (a1, ..., 3,). Kun 3 siirtdd a,1, niin V katsoo V:n siirtoa

T(F(<041, v aﬁm an+1>)) = ﬁn-‘rl

pelissd G1 ja siirtdéd (3,41 my0s pelissa Go. Talloin f ¢ S@l B T Sg“al o Braa))”
g

Taman lemman seurauksena saadaan lemmojen 2.5 ja 4.3 nojalla:
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Lause 4.8 Luokat G¥(v) ja G¥(v), v < w2, muodostavat aidon hierarkian eli on
olemassa G¥(y)-joukko, joka ei ole G¥(y) ja on olemassa G¥(7y)-joukko, joka ei ole
GY (7). Erityisesti on olemassa Borel*-joukot B, v < wa, jotka eivdt ole B.

G, (0) G, (1) Go (7)
# C  # c # C
G (0) Ge (1) Ge (7)

4.2 Approksimaatiot

Maaritellaan Vaughtin joukkojen approksimaatiot Vaughtin pelikaavojen approksi-
moinnin tapaan.

Olkoon D = {S5 | @ € Even} perhe avaruuden X osajoukkoja. Olkoon A joukko,
jolla on esitys A & Va1361...(f € Nn<wSiay,...8,))- Joukon A D-approksimaatiot

ovat seuraavat. Kun s = (a1, ..., 3,), niin olkoot
A%s) = Mn<wSiar,...00)
A7) = VYoap3Bu A(s (an1, o))

A’(s) = Ne<s A% (s), kun § = UJ.
Merkitézn A% = A%(()). Approksimaatioille pitevit seuraavat seikat.

Lemma 4.9 i) A%(s) C A%(s), kun 3 < a.
ii) Kaikilla § < wy A C A°.
iii) A2 = A.

TobisTus. i. Todistetaan induktiolla §:n suhteen, etté kaikilla s = (aq, f1, .. ., ap, On)
pitee A%T1(s) C A%(s).
Tapaus § = 0. Jos f € Al(s), niin Yau,1138n11(f € Mk<n+1Ss7(
seuraa f € Nk<nSiay,...5,) = A%(s).
Tapaus § = 3+1. Jos f € A°F1(s), niin Ve, 11381 (f € APT1(s™(a, B))). Induktio-
oletuksen mukaan Yo, 1138,11(f € AP(s™(a, B))), joten f € APH1(s) = A%(s).
Tapaus § = U5. Kun f € A°F1(s), niin Yo3B(f € A%(s™(a, 3))), joten kaikilla £ < §
Va3p(f € AS(s"(a, 3))). Siis kaikilla £ < § f € AST1(s), joten f € A(s).

ii. Todistetaan induktiolla d:n suhteen yleisempi véite, ettd kaikilla § < wo ja
s={a1,...,0n), n < w,

an+1,,(3n+1>‘2k)> mista

(van+laﬁn+l <o [f € ﬂ S(sﬁa)72k] = f € AJ(S)) )

k<w

missd @ = (n41, Bnti,- - ). Lemman viite saadaan arvolla n = 0.

Tapaus 6 = 0. Olkoon s kuten yll& ja oletetaan
Van—l—lﬂﬁn—i-l (Van+235n+2 s (f € mn<wS(sAa)72k)) : (8)

TAUSIn f € Np<nSsam = A%(s).
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Tapaus 6 = + 1. Oletetaan (8). Talloin soveltamalla induktio-oletusta sulku-
lausekkeeseen saadaan

Yan+130n+1 (f € A6(5A<an+1 ) ﬂn+1>))7

miké médritelmin mukaan tarkoittaa f € AP+ (s).

Tapaus § = U§. Oletetaan (8). Soveltamalla induktio-oletusta sulkulausekkeeseen
saadaan kaikilla &€ < & Vay,1138n41(f € AS(s(@ni1, Bnr1))), eli f € ASFL(s). Siis

f e A%s).
iii. Todistetaan ensin apuviite, etté kaikilla s = (a1, ..., 3n)
fe ) A%s) = Vanu3ura(f € ) A (@nt1; Bat)))- 9)
d<ws d<ws

Tehdaan vastaoletus, etta

Jon+1Y8n+1 (f e U _'A6(8A<an+1aﬁn+1>)) :

d<wa

Kun as+1 on sellainen, ettd ylldoleva ehto on voimassa, niin olkoon 64, 8,.1)
sellainen ¢, ettd f € ﬂA‘S(sA(anH, Bn+1)). Olkoon dy nididen ordinaalien &, ., 8, )
supremum. Nyt dy < ws, koska ordinaaleja d(4,,., 3,.,,) on korkeintaan w; kappaletta.
Kohdan i nojalla =A% (s™(a, 3)) € =A% (s (c, 3)) kaikilla § < &. Siis saadaan, etté
Fan+1V0n+1(f € ﬂA‘SO(sA(anH,ﬁnH))) eli f ¢ A50+1(s), mika on ristiriita.

Olkoon sitten f € N5y, A%, Midritelldsn pelaajan 3 strategia 7 peliin, joka oso-
ittaa, etta f € A. Oletetaan, ettd 7 U, wfkﬂ on méiiritelty. Kun s € w?™, niin
valitaan ehdon (9) nojalla kullekin ay, 41 sellainen 3,41, ettd f € N5, A (5™ (a1, Brs1)),
mikéli f € Ny, 4°(s), ja muuten olkoon B, mielivaltainen. Asetetaan 7(s (1)) =
Bn+1. Osoitetaan, ettd 7 on 3:n voittostrategia. Olkoon @ = (o, f1, . . .) pelin kulku,
jossa on noudatettu strategiaa 7. Koska f € A°, niin f € S(y- Ehdon (9) nojalla
saadaan

fe () A@z2k)=fe [ &A@ 2k+2),

d<wa d<wa

joten kaikilla k f € A%(@ 2k) = Nn<k San- O

Korollaari 4.10 Jos A on tason 1 suljettu Vaughtin joukko, niin A voidaan esittid
letkkauksena
M A4¢

E<wa
misséd joukot AS ovat Borel-joukkoja.
Tobistus. Olkoon D = {Sz} on perhe avoimia joukkoja ja A = G¥(D). Induktiolla
on helppo nahda, etta joukon A D-approksimaatio on Borel-joukko. O

Avoimien Vaughtin joukkojen approksimaatiot saadaan suljettujen Vaughtin jouk-
kojen approksimaatioiden duaaleina. Siis jokainen tason 1 avoin Vaughtin joukko A
voidaan esittdéd yhdisteend A = g, A¢, missé joukot A¢ ovat Borel-joukkoja.
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4.3 Esihyvinjarjestys avoimille Vaughtin joukoille

Téssé luvussa todistetaan sdédnnollisyystuloksia luokille G¥(1) ja G¥(1). Kalustona
kaytetdan normeja ja pelikvanttorille G¥ kehitettyd teoriaa Moschovakisin kirjasta
[11].

Olkoon < C X2. Relaation < aito osa, <, on relaatio f < ¢ <+«—= f <
g A f # g. Relaatio < on esihyvinjarjestys joukolla A C X, jos < on refleksiivinen,
transitiivinen, yhtenainen eli kaikilla f,g € A f < g tai g < f ja hyvinperustettu eli
ei ole olemassa jonoa fy, f1,... € A, jolle

fo>fi>--

Siis esihyvinjarjestys poikkeaa hyvinjarjestyksesta vain siiné, ettei vaadita antisym-
metrisyyttd. Havaitaan, ettd puu (7, <7) on hyvinperustettu méaaritelmén 2.18
mielessa, mikali relaatio ¢t < s <= s <7 t on hyvinperustettu ylldolevassa mie-
lessa.

Normi joukolla A on kuvaus ¢ : A — ON. Normi ¢ on sddnndllinen, jos ¢ on
surjektio jollekin ordinaalille. Liitetdan normiin ¢ relaatio <¥ joukolla A asettamalla
kaikille f, g € A:

f<Pg = of) <p(g)

Talloin <% on esihyvinjarjestys joukolla A. Kéadntden jos < on esihyvinjirjestys
joukolla A, niin asettamalla kaikille f € A

o(f) =sup{p(g) +1[ge Ang < f}

saadaan saannollinen normi joukolla A.

Maaritelma 4.11 Olkoot I' ja TV pisteluokkia.

i) Ominaisuus Reduction(I",I”) on voimassa, jos jokaisella X" ja jokaisella A, B €
"X, on olemassa A’ , B’ € I"" X, joille pitee

ACA B CB AuB =AuUBjaANB =~

Sanotaan talloin, ettd pari A’, B’ redusoi parin A, B. Reduction(T") tarkoittaa
ominaisuutta Reduction(I',T").

ii) Ominaisuus Separation(I',I") on voimassa, jos jokaisella X' ja jokaisella piste-
vierailla A, B € I" X on olemassa C' € I'" X, jolle patee

ACCjaCnB="2

Télléin joukko C' separoi A:n ja B:n. Separation(I') tarkoittaa ominaisuutta
Separation(I',I' N —I').

iii) Kun A C X, niin kuvaus ¢ : A — ON on I'-normi, jos relaatiot <, ja <y:

f<o9 <= A(f)N[-A(9) Ve(f) < v(9)]
f<eg9 = A(f)N[-A(9) Vo(f) < v(9)]

ovat luokassa I X2
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iv) Ominaisuus Prewellordering(I’,T") on voimassa, jos jokaiselle X ja jokaiselle
A € T"X on olemassa I"-normi . Ominaisuus Prewellordering(T") tarkoittaa
ominaisuutta Prewellordering(I",T").

Seuraavat lemmat osoittavat maaritelmén 4.11 ominaisuuksien suhteet.
Lause 4.12 JosI' on sopiva ja Prewellordering(I"), niin Reduction(I")

Tobistus. Olkoot A, B € I"X. Olkoon C(f,a) <= [A(f)Na=0]V[B(f)Na=
1]. Koska I" on sopiva, niin C' € I'. Olkoon ¢ C'n I'-normi. Asetetaan

fed <« (1,0)<,(f,1)
fEB/ — (f71><90(f70)

Nyt A", B’ € T ja pari A, B’ separoi parin A, B: Nimittiin jos f € AN B, niin
(£,0),(f,1) € C, joten jos (f,1) <, (f,0), niin f € B, muuten f € A’. Jos taas
esimerkiksi f € Ar B, niin (f,0) € C ja (f,1) € C, joten (f,0) <, (f,1). Jos
f ¢ AUB, niin (f,0),(f,1) € C, joten f ¢ AAUB'. O

Lemma 4.13 Jos Reduction(T"), niin Separation(—T").

TobpisTus. Olkoot A, B € —I" X erillisiz. Kun pari A’, B’ € —I' redusoi parin
Xr A, Xr B, niin koska A/ UB = (XrA)U(XrB) =X, A C XrAjaB C XrB,
piatee A’ = XrB', A C A’ ja AN B = ?. Tama tarkoittaa sita, ettd A’ € A ja A’
separoi parin A, B. O

Lemma 4.14 Jos I' on sopiva ja Reduction(I'), niin —Separation(I).

Tobistus. Tehddan vastaoletus, etta Separation(I', A) on voimassa. Olkoon U (f, g) C
N1 x N7 universaalinen luokalle I"A;. Olkoon G : f — (f°, f!) jatkuva bijektio
N — N7 x N. Madritellaan

A(f) <= U(f.f°) ja B(f) <= U(f. f1).

Koska T' on sopiva, niin A, B € I'. Redusoikoon pari A", B’ € T parin A, B. Sepa-
roikoon C' € A parin A’, B'. Valitaan sellaiset go, g1 € N7, joille

C= U(ag()) ja XrC = U(a.gl)
Olkoon h = G~ (g1, go). Tésti seuraa ristiriita, silli jos h € C, niin U(h,h°) eli
U(h,g1) eli h & C ja toisaalta jos h & C, niin U(h,h') eli U(h,go) eli h € C. O

Lemma 4.15 Olkoon I' sopiva. Oletetaan, ettd kaikilla X ja kaikilla P € T (X x
wy) pelit G(f, P) ovat determinoituja. Jos P:lld on I'-normi, niin G¥sP(f,s):lld
on G¥(T")-normi.
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TobisTus. Taméd on Moschovakisin [11] The Norm Transfer lemma 6D3 s. 325.
Lemman 6D3:n todistus soveltuu, vaikka siina pelien siirrot ovat luonnollisia lukuja
ordinaalien asemesta.

Olkoon Q(f) <~
VapdarVas ... (P(f, ap, az,...)). (10)

Olkoon ¢ I'-normi joukolla P. Mé&aritelladn kaikille f,g € X' peli H(f, g) seuraavan

kaavion mukaisesti
I o B1 Q9
II Bo oq

Olkoon @ = {(ag, a1, ...) ja B = (Bo, B1, .. .). Pelaaja II voittaa, jos (f, @) <, (9,8).
Télloin siis pelaaja I voittaa, jos =P(f,@) V (g, 3) <, (f,@). Asetetaan

f<*g < Il voittaa H(f,g):n.

Koska I' on suljettu jatkuvan sijoituksen suhteen, on relaatio <* luokassa G¥(T").
Seuraavat lemmat osoittavat, ettd on olemassa normi v, jolle <*=<,.

Lemma 1. Relaatio <* on transitiivinen.

Tod. Oletetaan, ettd f <* g ja g <* h. Olkoot 71 ja 7 Il:n voittostrategiat peleissa
H(f,g)ja H(g,h). Pelaajan II voittostrategia 75 pelissd H( f, h) saadaan seuraavasti.
Pelissd H(f,g) siirretdén ordinaaleja oy ja ;. Pelissd H (g, h) siirretddn ordinaaleja
Bi ja 7. Olkoot aan, Yant+1 Lin siirrot pelissi H(f,h). Siirrot (; ovat tarvittavia
apusiirtoja. Seuraavat yhtalot maarittelevit induktiolla pelaajan IT strategian peliin

H(f, h).

Bon = T1({@2i, B2is F2i41, 02i41)i<n, O2n)

Yo = T2({B2i; V2i, V2i+1, Boit1)i<n, Bon)
Bont1 = To({B2i, Y2is V2it1s B2i1)i<ns Bons Yo, V2nt1)
Qony1 = T1({Q2s, Boi, B2it1, ¥2i41)i<n, ¥2n; Bon, Bont1)

Tama strategia on pelaajan II voittostrategia, koska pelin lopussa on muodostettu
jonot @, 3 ja 7, joille

(f, @) <, (9.8) ja (9,8) <y (h,7).

Lemma 2. Ei olemassa sellaista jonoa fo, fi, fa,..., ettd Q(fo) ja kaikilla i < w I
voittaa pelit H(f;, fir1)-

Tod. Tehdaan vastaoletus. Olkoon 7 3:n voittostrategia pelissa 10 funktiolle fy ja 7
In voittostrategia pelissi H (fis fix1), @ < w. Pelissd H(f;, fi+1) siirretdén alkioita
aj ja a”l Yhtalot

) 1
OO‘ZQn =T (<a02j,azz‘; 7a2-]‘r+1a a2]+1>]<2n)

azﬁlﬂ =7({a >]<273r+11) - »

Ogni1 = Tl(<a2j7o‘éy 011, Ojp), Oy Oty )

méadrdavit induktiolla jonot @'. Koska on noudatettu strategiaa 7, niin pitee
P(fo,a). Toisaalta koska on kiytetty strategioita 7;, niin I voittaa pelit H(fi, fit1),
joten pitee =[(f;, @) <, (fir1,@ )] ja P(f;, @) kaikilla i < w. Siten saadaan

©(fo,@0) > @(fi,a1) > ¢(f2,q2) > ---
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mika on ristiriita.

Lemma 3. Relaation <* rajoittuma joukkoon @) on esihyvinjarjestys.

Tod. Lemma 1 todistaa, ettd <* on transitiivinen. Jos f,g € @Q ja ei pade f <* g,
niin I voittaa pelin H(f, g). Jos my6s I voittaisi pelin H (g, f), niin jono f, g, f,g,...
olisi ristiriidassa lemman 2 kanssa. Koska peli H(g, f) on determinoitu, niin g <* f.
Kun f € @, niin f <* f, koska muuten jono f, f,... olisi ristiriidassa lemman 2
kanssa.

Olkoon 9 relaatioon <* liittyva sdannollinen normi joukolla @ eli
P(f) <Plg) <= f<"g kun f,ge@
Lemma 4. Kaikilla f,g € X
[<Pg = f<yy

Tod. Oletetaan ensin f <, g, joten erityisesti f € . Jos my6s g € Q, niin f <* g,
koska <, ja <* yhtyvét madritelmansd nojalla. Olkoon g € (). Télloin pelissa 10
3:114 on voittostrategia 7 funktiolle f ja V:lla voittostrategia 7 funktiolle g. Talloin
pelissd H(f,g), kun pelaaja II valitsee siirrot ag;4+1 kdyttéen strategiaa 71 ja siirrot
(o kiyttien strategiaa 7o, niin P(f, @) ja =P(g,3). Siis pelaajalla IT on voittaa
pelin H(f,g)eli f<*g

Kaéntéen oletetaan, ettd f <* g. Talloin pelaajalla II on voittostrategia 7 pelissé
H(f,g). Rajoittamalla peli H(f,g) siirtoihin «; osoittaa 7, ettd f € Q. Jos g € Q,
niin ¢ maéritelman nojalla f <, ¢g. Jos g € @, niin f <y g.

Todistetaan, ettd myds <, on luokassa G*(I"). Olkoon H'(f,g) peli

Bo aq Ba -
II ag &) e

missi pelaaja I voittaa, jos (f, @) <, (g,3). Madritelméinsi mukaan relaatio
(f,9) € R <= pelaaja I voittaa H'(f,g)m

on luokassa G¥(T"), joten riittaa osoittaa:
Lemma 5. Kaikilla f, g

f <y g <= I voittaa pelin H/(f, 9)

Tod. Oletetaan ensin f <y g ja f € @, mutta g ¢ Q. Talléin I voittaa H'(f,g)m
helposti valitsemalla siirrot niin, etté lopussa P(f,@) ja ~P(g,3).

Jos f <y g ja f,g € @, niin lemman 4 nojalla —(g <* f), joten I voittaa pelin
H(f,g) strategialla 71. Oletetaan, ettd vastoin véaitetta II voittaisi pelin H'(f, g)
strategialla T2. Olkoon p strategia, joka osoittaa, ettd g € Q). Maéritelldén naiden
strategioiden avulla jonot 3', i € w, @, i > 0, seuraavien yht#lsiden avulla:

G Cn gl
Oék2n1 = 72({0y ]?211 3211+1aﬁ2z+1>1<2n75 k) )
O‘27J{+1 :7'1(@217%@+ ) Qoj ; ﬁ2z+1>z<2mﬁ2mazyf)
53:#1 = 72({ S;Fl’agjlv 21+1a521+1>z<2n,@Jl,ag#aaéﬁl)

58n+1 = P(<ﬁ?>i<2n+1)

Talloin seuraavat ovat voimassa
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. P(g,ﬁo), koska on noudatettu strategiaa p.

o ﬁ(g,ﬁo) <, (f,@') jasiten (f, @) <, (g,BO), koska on noudatettu strategiaa
T1-

e ~(f,a') <, (g,Bl) ja siten (9,31) <, (f,@'), koska on noudatettu strategiaa
T2.

e Ja niin edelleen.

Taten saadaan

0(9,8°) > o(f, @) > ¢(9,8) > o(f,a%) > ---

mika on ristiriita.

Oletetaan lopuksi, ettd I voittaa pelin H'(f, g), mutta —(f <, g). Katsoma-
lla pelin H'(f, g) siirtoja «; osoittaa I:n voittostrategia, ettd f € Q. Téalloin siis
pétee g <, f, joten II voittaa pelin H(g, f). Olkoon 7 pelaajan I voittostrategia
pelissa H'(g, f) ja p pelaajan 11 voittostrategia pelissa H(g, f). Maaritellain ndiden
strategioiden avulla jonot @ ja 3 seuraavasti

Bon = T({B2ir @2i5 2541, P2i41)i<2n)
azn = p({B2i, 24, @241, F2i41)i<2n, Bon)
aony1 = T({(B2i, 025, @241, B2i41)i<2n, Bon, O2n)
Bont1 = p({B2i, 23, @2i 41, B2it1)i<2n, P2ns ¥2n, ¥2n41)

Talloin _ _
(f?a) <50 (gaﬁ) N (97/8) Sga (f?a)
mika on ristiriita. O

Kun I' on pisteluokka, niin olkoon I'*" X x w{ sellaisten joukkojen P C X x w{
luokka, ettd on olemassa joukot Sz C I X niin, etta

P(f.a) < fe |J Saan-

n<w

Télloin kaikilla X' ja kaikilla P € T*" X x w$ on peli G¥(f, P) determinoitu. Liséksi
Gy (I') = G¥(I'™).

Kun ® on operaattori luokalla I', niin sanotaan, ettd luokka IV on I':n ®-kanta,
jos

i) jos A €', niin -4 € T

ii) Jos A € T', niin on olemassa joukot A¢ € I", joille A = ®((A¢)).
Esimerkki 4.16 i) A{ on U,,-kanta ¥{:1le

ii) A? on G¥-kanta G¥(1):lle. Tami seuraa lemmojen 4.4 ja 4.5 avulla

I} = G2(0) € GE(AY) ja G5 (1) € G5 (G (AY)) = Gg(A])

Lause 4.17 i) Prewellordering(G¥(1)).
it) Reduction(G¥(1)).
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iii) Separation(G¥(1)).
Tobistus. Olkoon A G¥(1)-joukko. A voidaan esittdd muodossa

A = GS(<S(a17.--,Bn>>)a

missé joukot Sz ovat avoimia kantajoukkoja. Osoitetaan, ettd joukolle P: (f,@) €
P <= fe U Sa,..p,) voidaan maaritella (I19)*-normi. Olkoon
n<w

(p(fﬁa) = min {n ’ f € S(a1,...,ﬁn>}

Relaatioille <, ja <, saadaan yhtéapitavat ehdot

(fo.0") <p (@) & Ulfo€Sar oy N1 & N Sat, o)l

n<w 1

(f0,8%) <p (@) & U [fo€Sag.pnNfi @ N Sat.pl:
n<w m<n
jotka ovat luokassa (I19)*, koska Sz € AY. Siis  on (II{)*-normi joukolla P. Lem-
man 4.15 nojalla joukolla G¥(P) on G*((II{)*)-normi eli A:lla on G*(1)-normi.
Lemmat 4.12 ja 4.13 todistavat sen jilkeen kohdat ii ja iii. O

5 Projektiiviset joukot

Tassa luvussa tarkastellaan avaruuksien X analyyttisten ja koanalyyttisten joukko-
jen teoriaa ja niiden joukkojen suhdetta Borel*-joukkoihin.
Joukko A C X on analyyttinen eli ©1, jos on olemassa suljettu P C X x N, jolle
A=3p=13Peli
feA < 3geNl((fg) €P).

Joukko on koanalyyttinen eli I}, jos se on analyyttisen joukon komplementti. In-
duktiivisesti asetetaan X} | = 3} ja I, = %!, Lisiksi merkitdéin Al = X! NIIL.
Kutsutaan perheen (J,, ., ¥} joukkoja projektiivisiksi.
Olkoon T(X) = {T C Seqy |VaVs[seT=s acT}. Kun T € T(X), niin
olkoon
[T] ={f € X | f=Ub,bw-oksa T:ssi}.

Lemma 5.1 Joukko A C X on suljettu jos ja vain jos A = [T, jollakin T € T (X).

TopisTus. Jos A on suljettu, niin olkoon T' = {f(a)| f € A, a <wi}. Tillsin
selvasti A C [T]. Kun f € [T, niin on olemassa alkiot f¢ € A niin, ettd lime_..,, fe =
f- Koska A on suljettu, niin f € A.

Kéantéen [T on suljettu, sillé jos f ¢ [T, niin on olemassa £ < w, jolle f¢ ¢ T,
joten U(f,€&) C Xr [T]. O

Kun T C Seq(X x wi'), niin joukko o[T] = {f € X | 3g[(f,9) € [T]]} on ana-

lyyttinen. Jokainen analyyttinen joukko voidaan esittda tésséd muodossa.

Lause 5.2 i) Luokat ¥} ja I} ovat suljettu jatkuvan sijoituksen suhteen.

ii) Kun oletetaan CH, niin luokat X1 ja I ovat parametrisoituja.
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iii) Luokka X} on suljettu operaatioiden 3, Uy, ja N, suhteen. Luokka TI3 on
suljettu operaatioiden ¥, Uy, ja Ny, Suhteen.

i) 3B = %1 ja VB C I1}.

TopIsSTUS. Riittdd todistaa viitteet luokalle Y1

i. Olkoon F : X — Y jatkuva ja A € $17). Tilléin on olemassa suljettu
PC X x Ny, jolle f e A < FgP(f,g). Talléin F~1(A) = 3gF L [P(f,9)] € 34,
koska F'~1[P(f,g)] on suljettu.

ii. Olkoon U, C X x N universaalinen luokalle IT1{" X x N;. Téllsin relaatio U,

U(f,9) < 3n[(f,h,9) € Ue].

on universaalinen luokalle Z%_X: Jos A C X on Z‘%, niin A on muotoa IP(f,h) jol-
lakin suljetulla P(f,h) C X x N;. Talloin jollakin g € N1 P = {(f,h) | U.(f, h,9)}-

Siis A = U(-,g). Joukon U komplementti on universaalinen luokalle T}~ X'

iii. Olkoon g — (g%)¢<w, kuvaus N7 — N}”', joka on méiritelty ehdolla g*(§) =
g(o(&,0)). Olkoon nyt A = If3gP(-, f,g), missd P on suljettu. Té&lloin A =
InP(-,h% h'). Koska relaatio P(f,h",h!) on suljettu, niin A on analyyttinen.
Osoitetaan, ettd X on suljettu operaatioiden Uy, ja M, suhteen. Olkoot A =

{f139((f,9) € P)}. Télloin
f€Uecw, Ae = 3639(f,9) € P
<= 3g3h[(f,9) € Py
<~ Fg[(f.4°) € Py(p)]
ja
f € m§<w1*’4§ <~ VfEIg[(f,g) € Pf]
> Ig¥¢[(f. ¢°) € P

= 9}, 9) € Necw, {(£,9) | (f,9°) € Pel}

iv. Selvasti jokainen suljettu joukko on analyyttinen. Edellisen kohdan nojalla
BC Y jotenIBC 3Nl =%l O

Lemman 2.5 nojalla saadaan:

Korollaari 5.3 On olemassa X1-joukko, joka ei ole T11, ja IIi-joukko, joka ei ole
1.

Lemma 5.4 B* C ¥ ja B CII§.

TobisTtus. Kun A on Borel*-joukko B(T), L), niin piste f on joukossa A, jos ja vain
jos pelaajalla 3 on voittostrategia pelissa G(f, T, L). Tadma ilmaistuna symbolimuo-
dossa on seuraava

JEA < Jge MVs € wi~ (ryxs € Tr [T|VIalrgxs a € [TIAf € L(tyxs a)])
Relaatio
P(f,g9) < Vsew1 (rgxse€TVIa[rgxs a€[T|Af € L(tyxs a)])

on Borel, koska relaatiot (g,5) € Py <= 15%xs €T, (9,8,a) € P» < (15%s a €
T]) ja (f,g,s,a) <= (f € L(1y * s «)) ovat avoimia tai suljettuja. Siten lemman
5.2 nojalla joukko A on 1. Koska B’ = —B*, niin B’ C II]. O
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Edellisestdi lemmasta seuraa, ettd 38* C 31.
Seuraavan lauseen ovat todistaneet Vaénanen [10] ja Tuuri [14]. Seuraava muo-
toilu on kuitenkin Hellan.

Lause 5.5 Olkoot A C X ja B C X pistevieraita ¥i-joukkoja. Tdlléin on olemassa
Borel*-joukko C, jolle patee

ACC jaBC~C,
missd ~C' on joukon C duaali.

TopisTus. Olkoot A = p[T] ja B = p[S] joillakin T, S € T (X x N7). Talloin ei ole
olemassa kolmikkoa (f,g,h) € X x N1 x Nq, jolle (f,g) € [T] ja (f,h) € [S]. Siis
puussa

U={(s,t,u)| (s,t) €T ja (s,u) € S}

ei ole wi-oksaa. Olkoon
U ={(s,t,u) | (s,t,u) € UAYB < £(s)[(s,t,u)"B € U}.
Merkitdan U* = U U U'. Télloin [U*] = U’. Asetetaan kullekin b = (s, t,u) € U’

N, jos (s,t) €T
_ a(s)s JOS (S,
0= {3 e

Puuhun U* liittyva Borel*-peli G(f,U*, L) on

3 So,to Sa,ta
A uy - -. Uy

missd kummankin pelaajan on valittava siirrossa o + 1 niin, ettd s,41 € succ(sy),
tat1 € succ(ty), Uat1 € succ(uy), ja (Sat1,tat+1, Uat1) € U*. Rajalla pelaajien on
valittava edellisten siirtojen supremum. (Ylldoleva peli pelataan itse asiassa pitkin
puuta UT = {((s,t),u) | (5,t) € T A[(s,u) € SV IE(s,u(£)) € S|}, missi

((s°(d), £°(0)), w" (7)) > ((s°(d), °(B)), u) > ((5,1), w),

ovat perikkiiset alkiot, mikéli ovat puussa UT. Todistuksen yksinkertaistamiseksi
sallitaan kuitenkin ylldoleva maaritelma.) Peli paéttyy, kun on saatu aikaan b =
(s,t,u) € U'. Pelaaja 3 voittaa, jos talloin f € L(b), muutoin pelaaja V voittaa.
Olkoon C' = B(U*, L)

Viite. A C C. Olkoon f € A. Valitaan sellainen g, ettd (g, f) € [T]. Pelaajan 3
strategia pelissd G(f,U*, L) on valita aina s, = f « ja t, = g «. Kun peli paéttyy,
niin f € No(s)' Siis f € C.

Viite. B C ~C. Olkoon f € B. Valitaan sellainen h, ettd (h, f) € [S]. Pelaajan
V strategia pelissd G(f,U*, L) on valita siirrossa « siirrokseen u, = h”«a. Olkoon
b= (s,t,u) € U’ pelin lopputulos. Jos f € L(b), on oltava L(b) = Ny eli s = fa.
Téllin kuitenkin (s,t) € T ja (s,u) € S, jolloin (s,t,u) € U, mika on ristiriita. Siis
tdma on voittostrategia pelaajalle V. O

Korollaari 5.6 Al = B4 = ",
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TobisTus. Kun A € B¢, niin lemman 5.4 nojalla A € Al. Toisaalta on selvi, etti
AeB™.

Jos A ja Xr A ovat 31, niin edellisen lauseen nojalla on olemassa Borel*-joukko
C, jolle AC C ja Xr AC ~C. Siis A=C ja Xr A=~ C. Siis A € B

Jos A= B(T,L) ja Xr A= B(T',L'), niin lemman 5.4 nojalla A ja Xr A ovat
Y1-joukkoja, joten edellisen lauseen nojalla A € B4. O

\=/
\

6 Avoimia ongelmia

Patevatko tai milla lisdoletuksilla patevat seuraavat ongelmat?

Avoin ongelma 6.1 Jos T ja T’ ovat ei-hyvinperustettuja, niin T < T = Y1 (
YwT-

Vaughtin joukkoihin liittyy seuraavat ongelmat.
Avoin ongelma 6.2 Separation(G¥(1),B).
Myonteinen vastaus edelliseen antaa myonteisen vastauksen myds seuraavaan.
Avoin ongelma 6.3 G¥(1)NG¥(1) =B

Mekler ja Vidndnen ovat todistaneet [10], ettd joukko CUB on Al, jos ja vain on
olemassa Canary-puu, joten on konsistenttia, ettd CUB ei ole Borel. Joukkoon CUB
liittyvat kysymykset

Avoin ongelma 6.4 CUB ¢ G¥(1) N G¥(1).
Avoin ongelma 6.5 CUB ¢ B.

Tahan ongelmaan on saatu edistysta, silla askettdin Jouko Vaananen on saanut
todistettua, etti CUB ¢ X9 U 1.
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