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Matematiikan tukikurssi

Kurssikerta 4

Supremum ja infimum

Tarkastellaan aluksi avointa vilid (—1,1). Tdméa on joukko, johon kuuluvat
kaikki reaaliluvut miinus yhdestd yhteen. Kuitenkaan paatepisteet eli luvut
—1 ja 1 eivat kuulu tdhdn viliin.

On huomattava, ettd vililla (—1,1) ei ole maksimia, koska vili siséltad
lukuja, jotka ovat mielivaltaisen ldhelld lukua 1. Joukko ei sisdlld myoskadn
minimia.

Voidaan ajatella supremumia maksimin yleistyksen ja infimumia mi-
nimin yleistyksend. Alla olevia tarkasteluja varten kannattaa piirtdd vali
—1,1 janalle.

Y1la olevassa esimerkissa supremum voidaan etsid seuraavasti:

1.

Joukko (—1,1) on ylhddlta rajoitettu: on olemassa lukuja, jotka ovat
suurempia kuin mikaddn tdméan vilin luku.

. Jos luku on suurempi tai yhtd suuri kuin kaikki tdmaén vilin luvut,

sanotaan ettd kyseessd on timén vilin yldraja. Esimerkiksi luku 2 on
valin (—1,1) yléraja, koska se on suurempi kuin mikiéin tdméan vélin
luku.

Muodostetaan joukko, joka sisiltdd kaikki vélin (—1,1) yldrajat. Tama
joukko on selvisti
{r:x>1}=[1,00)

. Vélin —1,1 supremum on sen pienin yldraja eli joukon [1,00) minimi.

T&m& minimi on 1. Eli sup(—1,1) = 1.

Eli joukon A supremum eli sup(A) on joukon A pienin yldraja. Tastd
seuraa, ettd jonkin luvun a voi osoittaa olevan jonkin joukon A pienin yléraja
osoittamalla, ettd



1. a on A:n yliraja, eli a on suurempi tai yhta suuri kuin jokainen A:n
luku

2. Mikdsn a:ta pienempi luku ei ole A:n ylaraja.

Esimerkki 1. Joukon A = {1,2,5} supremum on 5, koska ensinniikin luku 5
on tdméin joukon yliraja ja toisaalta jos meilld on mikd tahansa luku =z < 5,
niin z ei ole joukon A yldraja. Téten 5 on pakolla joukon A supremum.

Esimerkki 2. Jos joukolla on olemassa maksimi, niin max A = sup A

Téaten supremum on luonteva maksimin yleistys. Kaikilla joukoilla ei ole
maksimia, mutta kaikilla ylh&alta rajoitetuilla joukoilla on supremum.

Infimum on puolestaan minimin yleistys. Joukon (—1,1) infimum l6yde-
tadn vastaavalla tekniikalla kuin supremum:

1. Joukko (—1,1) on alhaalta rajoitettu: on olemassa lukuja, jotka ovat
pienempid kuin mikdin tdman valin luku.

2. Jos luku on pienempi tai yhtd suuri kuin kaikki tdmén vilin luvut,
sanotaan ettd kyseessd on tdmin vilin alaraja. Esimerkiksi luku —3
on vilin (—1,1) alaraja, koska se on pienempi kuin mikiéin tdméan vélin

luku.

3. Muodostetaan joukko, joka siséltda kaikki vélin (—1,1) alarajat. TAméa
joukko on selvisti

{z:2< -1} = (—00,—1]

4. Infimum on suurin alaraja eli joukon (—oo, —1] maksimi. Tam& mak-
simi on —1. Eli inf(—-1,1) = —1.
Jos joukolla on olemassa minimi, se on myos joukon infimum.

Esimerkki 3. Joukon A = {1/x : © € R;} infimum on 0. Tamén voi
todistaa seuraavasti:

1. Ensinnékin 0 on tdmén joukon alaraja: 0 < 1/x, kun x € R,.

2. Toisaalta mikidn nollaa suurempi luku € ei ole tdmén joukon alaraja:
aina on olemassa lukuja 1/z, jotka ovat pienempid kuin €, koska 1/x <
€ <= x>1/e

Téaten 0 on tdman joukon suurin alaraja eli infimum.



2 Funktion raja-arvo

lim )
r—2 x—2

Téssé funktion f(z) = i:g arvo ei ole méaritelty pisteessi x = 2, koska
nollalla ei saa jakaa. Tdméan funktion arvo on kuitenkin mééritelty pisteen
x = 2 laheisyydessé, itse asiassa tdmé funktio on méiritelty mielivaltaisen
ldhelld tata pistettd. Funktion raja-arvo kun z — 2 kertoo, miten funktio
kiyttaytyy kun x ldhestyy pistettd 2. Raja-arvo ei vaadi ettd funktio olisi

edes méaritelty tissa pisteessa 2.

Tutkitaan raja-arvoa

Téten raja-arvo voi muokata seuraavasti: kun x # 2,

lim (x_Q) = lim <1> —1.
=2\ — 2 z—=2 \ 1

Eli kun z ldhestyy pistettd 2, niin funktio i;g lahestyy pistettd 1. Ylla

tehty yhtilon muokkaus muotoon % on sallittua, koska oletimme ettid x # 2.
Pisteessd x = 2 ylla oleva muokkaus tarkoittaisi nollalla jakamista, joten on
oletettava ettd x # 2.

Talla kurssilla olevissa raja-arvotehtévissa ideana on usein muokata raja-
arvon sisilld olevaa lauseketta muotoon, josta raja-arvo on helppo laskea
suoraan. Kéiytannossid tdmaé tarkoittaa usein sitd, ettd nimittd muokataan
sellaiseksi, ettd se ei ldhesty nollaa.

Esimerkki 4. Laske raja-arvo

5 (5=7)
lim .
r—1 €r — 1
Ratkaisu. Huomataan, ettd 22 —1 = (z — 1)(z + 1), joten olettaen z # 1
ylla oleva raja-arvo voidaan muokata muotoon

2 _
Jim (x 1> zlim((x 1)("”1)) — lim (x“) _o.
=1\ v —1 x—1 x—1 z—1 1

Téssé siis raja-arvo muokattiin muotoon, jossa nimittija ei enad lahesty-
nyt nollaa.

Oleellista néissad tehtdvissd on osata muokata raja-arvolauseketta sopi-
vaan muotoon. Taméa muokkaaminen on algebraa eli kiytdnndssi yhtélon
pyorittamista. Yksi oleellisimpia asioita muistaa on se, etta



a® —b* = (a—b)(a+D).

Téten esimerkiksi 25 — 4 = 52 — 22 = (5 — 2)(5 + 2) = 21. Téam4i identi-
teetti on helppo todistaa: kerro ainoastaan (a — b)(a + b) auki. Kéytannossa
usein tehtdvinannossa pitdid tunnistaa joko osoittajan tai nimittdjdn olevan
muotoa a® — b2

Esimerkki 5. Laske raja-arvo

lim .
r—2 xr — 2

Ratkaisu. Oletetaan, ettd x # 2. Muokataan lauseketta ja huomataan,
ettd osoittaja on muotoa a? — b?, koska z? — 4 = 22 — 2%

2 _ _
lim (x 4) zlim((x 2)(as+2)) = lim (x+2) =4.
x—2 $—2 xr—2 Qj—2 xr—2 ]_

Téssd on hyvd mainita, ettd kun haluamme esittdi lausekkeen a? — b?
muodossa (a — b)(a + b), niin ei tarvitse olettaa ettd a ja b olisivat kokonais-
luvun neli6itd. Voidaan esimerkiksi kirjoittaa = —y = (vx — /y)(vVZ + /).

Useissa tehtéivissé kannattaa etsiii muotoa a? — b? olevia termeji. Niitd
muokkaamalla ratkeaa moni tehtdva. Toinen yleisesti kiytetty identiteetti
kertoo, ettd

a® —b* = (a —b)(a® + ab + b?).

Myo6skddan tissd ei ole mitddn mystistd: se voidaan helposti osoittaa oi-
keaksi laskemalla yhtdlon oikea puoli auki. Tama identiteetti kertoo esimer-
kiksi, ettd

125 -27=5"—-3" = (5-3)(5°+5-3+3%) = (2)(25+ 15+ 9) = 2-49 = 98.

Joskus raja-arvolausekkeen yhtélod muokattaessa pitdd kiyttda useita al-
gebran taktiikoita yhdessa.

Esimerkki 6. Laske raja-arvo

, ( P+ x— 6)
lim [ ————
r—2 xS — 8
Ratkaisu. Huomataan etti nimittiji on muotoa a® — b3, joten 23 —
23 = (z — 2)(2* + 2z + 4). Osoittaja on puolestaan toisen asteen yhtilo,

3

4



jonka nollakohdat ovat (loytyvit kokeilemalla) z; = 2 ja x9 = —3, joten
22+ —6=(r—2)(x+3). Titen

iy (57 = i (U et s)

: r+3 5
=lm|(—————|=—.
z2 \ 22 4 2z +4 12
Tyypillinen tapaus on myos, ettd joko nimittajissa tai osoittajassa on ero-

tus a —b. Nyt hyvi taktiikka on kertoa seki osoittaja ettd nimittdjé termilld
(a + b), jolloin joko osoittajaan tai nimittdjdin syntyy termi a® — b?:

Esimerkki 7. Laske raja-arvo

22
J:—)O (1/3:2 )

Ratkaisu. Raja-arvo on muotoa 2 o> joten hyvé taktiikka on yrittad saa-
da nimittdja muotoon, jossa se ei lahesty nollaa. Ajatellaan, ettd nimittdja
on muotoa a — b. Télloin a = Va2 +9 ja b = 3. Nyt nimittdji voidaan
yksinkertaistaa muotoon a? — b? kertomalla lausekkeen

132

VT 193

osoittaja ja nimittaja termilld a + b eli termilld v/ a2 + 9 + 3. Téten

( 2? ) . («2) (Va2 19 +3) )

Viio-3) =\ VE o9 9+9)

. @ﬂ@mﬂ+9+$>

=0 2 +9 — 32

, @%@hﬂ+9+$>
= lim
x—0 $2
. Wﬁ+9+3>
= hm _—
x—0 1
=34+3=6

Usein argumentti z ldhestyy ddretonté eli x — oo. Talloin oleellista on
muistaa, ettd funktio 1/z lahestyy téssi tapauksessa nollaa. Laskettaessa
raja-arvoa lausekkeesta, jossa on erisuuruisia potensseja on hyvé taktiikka
ottaa suurin potenssi yhteiseksi tekijaksi.



Esimerkki 8. Laske raja-arvo

oot 428
lim
r—oo 3t

Ratkaisu. Raja-arvon siséssi olevan lausekkeen korkein potenssi on 4.
Otetaan seki osoittajan ettd nimittijin yhteiseksi tekijiksi siis 2*:

4 3 4 1 1
lim Tt — lim M
r—oo 3k T—00 ;1;4(3)
oy LY 1
Z—>00 3 3

3 Kuristusperiaate

Tarkastellaan funktiota f, joka on kahden muun funktion vélissa, eli

91(z) < f(x) < ga().

Nyt tdmén funktion kiyttaytymistd voi tarkastella kuristusperiaatteen
avulla. Kuristusperiaate on yksinkertainen periaate, jonka mukaan funktio,
joka on kahden muun funktion vilissa saa raja-arvon, joka on niiden kahden
funktion raja-arvojen vilissi, eli

lim gi(z) < lim f(z) < lim go(x).
T—r00 T—r00 T—00
Y14 taytyy ainoastaan olettaa, ettd funktio f on funktioiden ¢; ja g»
valissa tietystd x-arvosta alkaen eli kun x > x.

Esimerkki 9. Laske raja-arvo lim, ., f(z) kun

2h 4 g3
R

< flz) <1/3



Ratkaisu.

2h 4 g3
34

<flr)<1/3

=

4 3
lim 2 < tim f(2) < lim 1/3

T—00 333‘ T—00 T—00

=
lim 1/3 < lim f(z) < 1/3.
T—00

T—r00

Eli lim, . f(z) =1/3.



